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Capitolul 1

Geometrie sintetica plana

Reamintim definifiile unor elemente importante in triunghi.

DEFINITIA 1.1 Numim bisectoare interioard a unui unghi al unui triunghi, dreapta
care imparte unghiul in doud unghiuri egale.

DEFINITIA 1.2 Numim indltime a unui triunghi, dreapta care coboard perpendi-
cular dintr-un varf al triunghiului pe latura opusd a triunghiului.

DEFINITIA 1.3 Numim mediatoare a unui triunghi, perpendiculara construitd pe
mijlocul unei laturi a triunghiului.

DEFINITIA 1.4 Numim mediand a unui triunghi, dreapta care uneste un varf al
triunghiului cu mijlocul laturii opuse.

1.1 Concurenta liniilor importante intr-un triunghi

Linii importante ale unui triunghi sunt:
1. medianele
2. bisectorele interioare ale unghiurilor triunghiului
3. mediatoarele laturilor triunghiului

4. inalfimile.

1.1.1 Concurenta medianelor, mediatoarelor, bisectoarelor si inaltimilor intr-un triunghi

Intr-un triunghi se poate demonstra pentru fiecare categorie de linii importante ca
sunt concurente si anume:

1. cele trei mediatoare ale laturilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct care
este centrul cercului circumscris triunghiului;

1
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2. cele trei bisectoare interioare ale unui triunghi sunt concurente intr-un punct
care este centrul cercului inscris in triunghi;

3. cele trei indlfimi ale unui triunghi sunt concurente intr-un punct care se numeste
ortocentrul triunghiului;

4. cele mediane ale unui triunghi sunt concurente intr-un punct care se numeste
centrul de greutate al triunghiului.

In continuare vom demonstra concurenta acestor linii importante ale triunghiului.
Vom demonstra concurenta mediatoarelor unui triunghi, folosind principala pro-
prietate a punctelor de pe mediatoarea unui segment:
Toate punctele mediatoarei unui segment se afld la aceeasi distantd fatd de ca-
petele acestuia si reciproc toate punctele din plan care se afld la distante egale de
capetele unui segment se afld pe mediatoarea acestuia.

TEOREMA 1.1 [ntr-un triunghi mediatoarele laturilor sunt concurente.

A

Figura 1.1: Concurenta mediatoarelor

Demonstratie.

Notdm cu M si N mijloacele laturilor [BC| si [AB] ale triunghiului ABC'. Punc-
tul de intersectie al perpendicularelor in M si N pe laturile respective(mediatoarele
acestor laturi) va fi notat cu O. Cele doud mediatoare sunt concurente, altfel punctele
A, B, C ar fi coliniare, ceea ce este imposibil.

Folosind proprietatea punctelor de pe mediatoare de a fi la egald distanta fata de
capetele segmentului, putem scrie

OA = OB, ON fiind mediatoarea lui [AB] si

OB = OC, OM fiind mediatoarea lui [BC'.

Rezulta din tranzitivitatea relatiei de egalitate ca OA = OC, deci punctul O se
afla si pe mediatoarea laturii [AC]. q.e.d.
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Vom demonstra concurenta bisectoarelor interioare ale unui triunghi, folosind
proprietatea punctelor de pe bisectoare de a fi la egald distantd fatd de laturile aces-
tuia.

TEOREMA 1.2 [ntr-un triunghi bisectoarele interioare sunt concurente.

b N A

Figura 1.2: Concurenta bisectoarelor

Demonstratie. Notim [AA; si [BB; bisectoarele unghiurilor BAC si ABC ale
triunghilui ABC' si I punctul lor de intersectie. Aceste bisectoare sunt concurente,
altfel ar fi paralele ceea ce ar insemna cd unghiurile B/A\Al sl A/B-E ar fi unghiuri
interne si de aceeasi parte a secantei AB, iar suma masurilor lor ar fi de 180°, ceea
ce este imposibil cidci suma masurilor unghiurilor triunghiului ABC' este 180°.

Folosind proprietatea cd numai punctele de pe bisectoare sunt egal departate de
laturile triunghiului putem scrie:

IM=INsiIM =1P, (Me€ (AB), N € (BC), Pe(AC), IM L
AB,IN 1 BC,IP 1 AC).

Folosind proprietatea de tranzitivitatea a egalitdtii numerelor reale, rezulta

IN=1P
deci punctul [ se afld si pe bisectoarea unghiului AC B. q.e.d.

De asemenea se poate demonstra:
TEOREMA 1.3 [ntr-un triunghi indltimile sunt concurente.

Demonstragie. Consideram un triunghi ABC, cu inaltimile [AA’, [BB’, [CC’
(AA" L BC,BB' 1. AC,CC’" 1L AB).

Paralelele prin varfurile triunghiului la laturile opuse se intersecteaza in punc-
tele Ay, By, C1. Din congruenta laturilor opuse ale paralelogramelor obtinute rezulta
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Cq A / B

1

Figura 1.3: Concurenta inaltimilor

céd punctele A, B, C' sunt mijloacele laturilor [B;C], [C1A4], [A; B1] ale triunghiului
A1B101 (AB1 = ACl, BCl = BAl, CAl = CBl)

Din AA" 1 BC si C1B; || BC rezultd AA” 1 CyB;. Analog pentru celelalte
laturi se gaseste ci BB’ | C1A; i CC' 1L A1 By.

Constatdam ca tnaltimile triunghiului A BC' sunt mediatoarele triunghiului A, B;C4.
Dar, concurenta mediatoarelor a fost demonstrata, asa cd si concurenta indlfimilor
este demonstrata. q.e.d.

Pentru a demonstra concurenta celor trei mediane ale unui triunghi vom reaminti
ca:

-linia mijlocie intr-un triunghi este segmentul de dreapta care uneste mijloacele a
doua laturi ale triunghiului,

-linia mijlocie este paraleld cu cea de-a treia laturd a triunghiului si este egald cu

jumatate din lungimea ei.
TEOREMA 1.4 [ntr-un triunghi medianele sunt concurente.

Demonstratie. Notam cu A’, B', C' mijloacele laturilor [BC|, [AC], [AB] ale
triunghiului ABC. Punctul de intersectie al medianelor [AA'] si [C'C'] este G.

Vom demonstra cd punctul G apartine si medianei [BB']. Mijloacele segmentelor
[AG], [CG] vor fi notate cu A” respectiv C”

AA = A°G,0C" = C7G.

[A”C”] este linie mijlocie in triunghiul GAC, ceea ce implica

1
A"C | AC,A'CY = AC. (1.1)
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Figura 1.4: Concurenta medianelor

De asemenea, [A’'C’] este linie mijlocie in triunghiul BAC si se obtine:
1
A'C' || AC,A'C" = §AC. (1.2)

Din (1.1) si (1.2), folosind tranzitivitatea relagiei de paralelism si a celei de egalitate,
rezulta

A'C | AC AICT = A C7.
Deci patrulaterul A'C" A” C” este paralelogram, cu G punctul de intersectie al diago-
nalelor, ceea ce implica

AG=GA,0'G=GC".
Cum AA” = A’G si CC” = C” @G, rezulta:
AA” = AG =GA = éAA’

s
CC”"=C"G=GC"= %CC’.

Am obtinut astfel:

Punctul G de intersectie al medianelor [AA’] si [CC'] se afld pe fiecare dintre cele
doud mediane, la doud treimi de varf si o treime de mijlocul laturii opuse.

Un rezultat asemandtor se poate demonstra si pentru medianele [AA’] si [BB'].

Cum pe [AA’] este un singur punct care se afld la doud treimi de varf si o treime
de mijlocul laturii opuse, rezultad ci acesta este (G, deci mediana [BB’] trece si ea
prin punctul G. q.e.d.
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1.1.2 Cercul inscris in triunghi, cercul circumscris si exanscris unui triunghi

Cercul inscris in triunghi

Figura 1.5: Cerc 1nscris 1n triunghi

DEFINITIA 1.5 1. Triunghiul care are toate laturile tangente la un cerc se numeste
triunghi circumscris acelui cerc.

2. Cercul care este tangent la toate laturile unui triunghi se numeste cerc inscris
in triunghi.

Centrul cercului inscris intr-un triunghi, notat cu /, este punctul de intersectie al
bisectoarelor unghiurilor triunghiului. Raza cercului inscris intr-un triunghi o vom
nota cu r.

Observatia 1.1 1. Dacd C(I;1) este cercul inscris in triunghiul ABC, atunci tri-
unghiul ABC este triunghiul circumscris cercului C(I;1);

2.IM = IN = IP = r, unde M, N, P sunt punctele de tangentd ale laturile
triunghiului la cercul inscris.
PROPOZITIA 1.1
2A
r=—
P Y
unde A este aria triunghiului ABC, iar P = AB + AC + BC.

Demonstratie.
Intr-adevir, aria triunghiului ABC este suma ariilor triunghiurilor AIB, BIC, CIA.
AB-IM  BC-IN AC-IP r-P

> T2 T T

A=A + Apic + Acra =

q.e.d.
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Cercul circumscris unui triunghi

A

Figura 1.6: Cerc circumscris unui triunghi

DEFINITIA 1.6 1. Triunghiul care are virfurile situate pe un cerc, iar laturile
sunt coarde ale cercului se numeste inscris in cerc.

2. Cercul in care se inscrie un triunghi se numeste cerc circumscris triunghiului.

Centrul cercului circumscris unui triunghi ABC' este punctul de intersectie al medi-
atoarelor laturilor triunghiului, notat cu O.

Raza cercului circumscris se noteaza cu R.

Notdm cercul circumscris triunghiului ABC cu C(O; R).

1. Triunghiul ABC este triunghiul inscris in cercul C'(O; R);
2. 0OA=0B =0C =R.

PROPOZITIA 1.2 Simetricele ortocentrului triunghiului fatd de mijloacele laturi-
lor triunghiului apartin cercului circumscris triunghiului.

PROPOZITIA 1.3 Simetricele ortocentrului triunghiului fatd de laturile triunghiu-
lui apartin cercului circumscris triunghiului.

Demonstratie. Fie A punctul in care indltimea A A, intersecteaza cercul circum-
scris triunghiului.
Deoarece m(ﬁl) = m(l?C'\A)) = m(@) rezultd triunghiul A BH isos-
cel cu BA; iniltime, mediana, mediatoare, adica H A1 = A; As.
q.e.d.
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A
. H
@)
B Aq C
A2
Figura 1.7:
PROPOZITIA 14
abc
R=—
4A°
unde a, b, c sunt lungimile laturilor, iar A este aria triunghiului ABC.
Demonstratie.
Formula de calcul pentru raza cercului circumscris se obtine astfel:
A
h
C

(@)
B I
w
E
Figura 1.8: Raza cercului circumscris

Prin varful A al triunghiului se construieste diametrul cercului circumscris, notat
cu AE. Se obtine astfel triunghiul dreptunghic ABFE (triunghi inscris in semicerc).
Prin construirea indltimii din punctul A se obtine triunghiul dreptunghic ADC' ase-
menea cu ABFE conform cazului UU. Notam lungimea acestei inalfimi cu h.

Laturile celor doud triunghiuri asemenea sunt proportionale:

AE AB AC - AB
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h - BC
Dar, aria triunghiului ABC, notati cu A, este A = — de unde rezulta :
2A
h=—.
BC

Inlocuind A in expresia lui R se obtine formula de calcul a razei cercului circumscris

triunghiului ABC,
abc

q.e.d.

O legatura intre raza cercului inscris si raza cercului circumscris unui triunghi este
data de relatia lui Euler.

PROPOZITIA 1.5 Relatia lui Euler
d* = R(R — 2r)

unde d este distanta dintre centrul cercului circumscris §i centrul cercului inscris
intr-un triunghi, R raza cercului circumscris si v raza cercului inscris in triunghi.

Demonstratie. Fie D punctul in care bisectoarea [A[ intersecteaza cercul circum-

A

EB\V\

F

C

0]
D
Figura 1.9: Relatia lui Euler

scris triunghiului ABC i fie punctele {E, F'} = C(O,R) N OI. Din triunghiul
ABD rezulta BD = 2R sin 2 iar din triunghiul dreptunghic AI'I

’
AT
sin —

2
Dar [AI si [BI sunt bisectoarele unghiurilor BAC si ABC, se obtine BD = ID.

Al =
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Folosind puterea punctului 7 fatd de cercul C'(O, R), din ultimele relatii rezulta
2Rr =ID-IA=1IFE-IF = (R—OI)(R+OI) = R* — 10?
q.e.d.
Se poate vedea ca si inegalitatea lui Euler
R>2r

este verificata.
Cercuri exanscrise unui triunghi

Figura 1.10: Cerc exanscris unui triunghi

DEFINITIA 1.7 Un cerc tangent unei laturi a unui triunghi si prelungirilor celor-
lalte doud laturi se numeste triunghi exanscris triunghiului.

Centrul unui cerc exanscris unui triunghi se afla la intersectia bisectoarelor celor
doud unghiuri exterioare si a bisectoarei unghiului interior neadiacent cu ele.

Existd 3 cercuri exanscrise unui triunghi.

Proprietate

Punctele de tangentd ale cercului exanscris si cercului Tnscris Tntr-un triunghi sunt
simetrice fatd de mijlocul laturii la care sunt tangente amandoua.

TEOREMA 1.5 Fie triunghiul ABC. Dacd M, N, P sunt punctele de tangentd ale
cercurilor exdnscrise cu laturile triunghiului, atunci AM, BN, C'P sunt concurente
in punctul care se numeste punctul lui Nagel.
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1.2 Teoremele MENELAUS si CEVA

1.2.1 Teorema lui Menelaus

Teorema lui Menelaus este una dintre teoremele clasice ale geometriei.

De-a lungul anilor ea a fost demonstratd prin diverse metode folosind rezultatele
din geometria sintetica, dar si cu metoda analiticd , cu metoda vectoriala si cu ajutorul
transformadrilor geometrice, al omotetiei.

TEOREMA 1.6 (TEOREMA LUI MENELAUS)
Fie un triunghi ABC, M € (BC,N € (AC), P € (AB).Dacd punctele M, N, P

sunt coliniare, atunci:
MB CN AP

MC NA PB
Demonstratie. Se construieste prin C' paralela cu dreapta d care contine punctele
M, N, P. Aceasta intersecteaza AB n punctul notat cu R.

A

1. (1.3)

b C M

Figura 1.11: Teorema lui Menelaus

Se aplica teorema lui Thales in triunghiul BM P cu CR || M P:

MB PB

MC PR (44
iar in triunghiul ARC cu PN || RC rezulta:

CN PR

- = I.

NA PA (1.5)

Din relatiile (1.4) si (1.5) rezulta:
MB CN AP PB PR AP

. . = . : =1.
MC NA PB PR PA PB

q.e.d.
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Figura 1.12: Teorema lui Menelaus

O altd demonstratie a teoremei lui Menelaus, folosind geometria sinteticd:

Demonstratie. Fie triunghiul ABC' si transversala d care se intersecteaza cu latu-
rile triunghiului in punctele M € (BC, N € (AC), P € (AB).

Construim C'T' L d,BS 1 d, AR L d, lungimile acestor segmente reprezentand
distantele de la varfurile triunghiului la transversala d, vor fi notate cu CT' = dg,
BS =dp, AR = dg4.

Se formeaza astfel perechile de triunghiuri dreptunghice asemenea:

AARP ~ ABPS, ABSM ~ ACTM, ANCT ~ AARN

pentru care scriem proportionalitatea laturilor:
da AP dp MB d¢ NC
dg  BP dc MC’ dy NA
Inmultind aceste relatii membru cu membru se va obtine relatia lui Menelaus.
q.e.d.

Vom prezenta in continuare reciproca teoremei lui Menelaus:

TEOREMA 1.7 Fie un triunghi ABC, M € (BC,N € (AC),P € (AB) astfel

incdt are loc relatia:
MB CN AP

MC NA PB
Atunci punctele M, N, P sunt coliniare.

1. (1.6)

Demonstratie. Dreapta M N se intersecteaza cu AB in punctul pe care-1 notdm
cu P. Punctele M, N, P, fiind coliniare, aplicim teorema lui Menelaus si obtinem:

MB CN AP1_1 (A7
MC NA BP, '
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Din relatiile (1.6), (1.7) rezulta

AP AP
BP, PB
adica P = P;. Deci punctele M, N, P sunt coliniare. q.e.d.

Teorema lui Menelaus se poate demonstra si in cazul M € (BC,N € (AC, P €
(AB.

TEOREMA 1.8 Fie un triunghi ABC, M € (BC,N € (AC,P € (AB. Dacd
punctele M, N, P sunt coliniare, atunci:
MB CN AP
MC NA PB
Demonstratie. Construim dreapta d care se intersecteazd cu (BC' in punctul M,
cu (AC' in N si cu (AB in P. Ducem prin C paralela la d care se intersecteaza cu
ABin R.

1. (1.8)

A
B
C
R
P N d M
Figura 1.13:
Aplicdm teorema lui Thales
e in triunghiul BMP cu CR || MP:
MB PB
~ = 1.
MC PR’ (19)
e in triunghiul APN cu PN || RC:
CN PR
—_— = 1.1
NA PA (1.10)

Din relatiile (1.9) si (1.10) rezulta:
MB CN AP PB PR AP

MC NA PB_ PR PA PB_ -

q.e.d.
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In continuare vom prezenta teorema lui Menelaus pentru un patrulater:

TEOREMA 1.9 Fie ABCD un patrulater si punctele M € (CB,N € (AB), P €
(DC),Q € (AD. Dacd punctele M, N, P, Q) sunt coliniare, atunci
MC BN AQ PD
MB NA QD PC
Demonstratie. Notdm cu d dreapta care contine punctele M, N, P, (). Se con-
struiesc paralele la dreapta d prin punctele B si A care se intersecteaza cu (C'D in
punctele R si S.

1. (L.11)

D
B

AYANE
A

Figura 1.14: Teorema lui Menelaus in patrulater

Aplicam teorema lui Thales

e in triunghiul CM P cu BR || M P:
MC  PC

VB PR’ (1.12)
e in triunghiul ADS cu PQ || AS:

AQ PS

— = . 1.1

OD  PD (1.13)

Dreptele BR || NP || AS tiiate de secantele AB si C'S determind proportionalitatea

segmentelor:
BN PR

NA — PS’
Din relatiile (1.12), (1.13), (1.14) se obtine:
MB BN AQ PD PC PR PS PD
MC NA QD PC PR PS PD PC

(1.14)

1.

q.e.d.
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In acelasi mod se poate demonstra o relatie ca cea din teorema lui Menelaus pentru
un poligon cu n > 4 laturi convex sau concav.

1.2.2 Teorema lui Ceva

Teorema lui Ceva este un rezultat din geometria triunghiului, cu aplicatii in geome-
tria proiectivd. A fost descoperitd de matematicianul italian Giovanni Ceva, care a
formulat-o si a demonstrat-o Tn 1678 in lucrarea De lineis rectis se invicem secanti-
bus statica constructio.

Se pare cd aceastd teoremd era cunoscutd, cu multe secole Tnainte (secolul al XI-
lea) de unii matematicieni arabi (Yusuf Al-Mu’taman ibn Hud).

TEOREMA 1.10 (TEOREMA LUI CEVA)
Fie triunghiul ABC' §i D, E, I trei puncte diferite de vdrfurile triunghiului, aflate
respectiv pe laturile acestuia [BC|, [C'A], [AB]. Dacd dreptele AD, BE si C'F sunt

concurente atunci:
AF BD CE

FB DC EA

1. (1.15)

A

D

Figura 1.15: Teorema lui Ceva

Demonstratie. Notam cu M punctul de intersectie al dreptelor AD, BE si C'F.
Aplicam teorema lui Menelaus pentru:
-triunghiul ABD cu secanta C'F'

CB MD FA_l
CD MA FB

(1.16)

de unde se obtine:
MD FB CD

MA FA CB’

(1.17)
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-in triunghiul ADC' cu secanta BE

BC MD AFE
BD'MA'EC:L (1.18)
Din relatiile (1.17) si (1.18) se obtine:
BC’-FB.C’D_AE_1
BD FA CB EC ’
adica relafia din teorema. q.e.d.

Intr-un triunghi dreapta care uneste un varf al acestuia cu un punct de pe latura
opusd se numeste ceviana.

TEOREMA 1.11 (Reciproca teoremei lui Ceva)
Dacd AD, BE, CF sunt trei ceviene in triunghiul ABC' si

AF BD CE
FB DC EA

atunci cevienele sunt concurente.

1. (1.19)

Demonstratie. Demonstratia se face prin reducere la absurd.

Presupunem cd AD nu trece prin punctul M, {M} = CF N BE. Fie N punctul
de intersectie dintre AM si BC, AM N BC' = {N}. Aplicand teorema lui Ceva
pentru punctele £, F' si N si comparand cu relatia din enunt obtinem cd M = N.

q.e.d.

1.2.3 Teorema lui VAN AUBEL

TEOREMA 1.12 (TEOREMA LUI VAN AUBEL)
Fie un triunghi ABC, D € (BC),E € (AC),F € (AB). Daci AD,BE,CF
sunt concurente in M atunci

FA FA MA

EC’+FB:MD' (1.20)
Demonstratie. Se aplica teorema lui Menelaus:
in triunghiul ABD cu secanta F'C
FB AM DC
AF MD BC (1.21)
de unde rezulta
AM DC  AF (1.22)

MD BC FB
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E
Figura 1.16: Teorema lui Van Aubel
si 1n triunghiul ADC cu secanta BE
CE AM BD
: . =1 1.2
AE MD BC (1.23)

de unde rezulta:
AM BD AFE

MD BC CE (1.24)
Adunam relatiile (1.22) si (1.24):
AM DC+BD - AF+AE:>
MD\BC BC) FB CE
EA N FA MA
EC FB MD’
q.e.d.

1.3 Patrulatere inscriptibile

Daca in cazul triunghiului intotdeauna exista un cerc circumscris acestuia, in cazul
patrulaterelor nu se aplicd acest rezultat, adicd nu orice patrulater poate fi Tnscris
intr-un cerc.

DEFINITIA 1.8 [. Patru puncte (sau mai multe) se numesc puncte concilice dacd
existd un cerc cdruia sd-i apartind toate cele patru puncte.

2. Un patrulater se numeste inscriptibil dacd cele patru varfuri ale sale sunt puncte
conciclice.
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C

Figura 1.17: Patrulater inscriptibil

PROPOZITIA 1.6 Proprietdti ale patrulaterului inscriptibil
1. Intr-un patrulater inscriptibil, unghiurile opuse sunt suplementare.

2. Unghiurile formate de diagonale cu doud laturi opuse sunt congruente.

Demonstratia acestor afirmatii este imediata folosind marimea arcelor subantinse
de aceste unghiuri.
Reciprocele acestor afirmatii, de asemenea, se pot demonstra usor.

PROPOZITIA 1.7 Un patrulater este inscriptibil dacd §i numai dacd mediatoarele
laturilor sale sunt concurente.

Demonstratie. “=-" Se considerd un un patrulater ABC D, care este inscriptibil,

Figura 1.18: Patrulater inscriptibil

adicd existd un cerc C'(O, r) care contine punctele A, B, C, D. Atunci
OA=0B=0C=0D =r,
deci punctul O se afla pe mediatoarele segmentelor [AB], [BC], [AC], [AD].
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“«=" Se consideri patrulaterul ABC D, cu mediatoarele laturilor sale [AB], [BC],
[AC], [AD], concurente in punctul O.

Atunci folosind proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment de a se
afla la aceeasi distanta fafa de capetele lui se obgine

OA=0B=0C=0D =r,
adica varfurile lui se afla pe cercul cu centrul in punctul O si raza r. q.e.d.
Cazuri particulare de patrulatere inscriptibile:

1. Dreptunghiul, patratul sunt patrulatere inscriptibile;

2. Un trapez este inscriptibil dacd si numai dacd este isoscel.

1.3.1 Teorema lui Ptolemeu

Inegalitatea lui Ptolemeu In orice patrulater convex ABC'D are loc relatia:

AC-BD < AB-CD+ BC - AD.

TEOREMA 1.13 (TEOREMA LUI PTOLEMEU)
Patrulaterul convex ABC'D este inscriptibil dacd §i numai dacd

AC-BD = AB-CD + BC - AD.(Relatia lui Ptolemeu) (1.25)

C

Figura 1.19: Teorema lui Ptolemeu

Demonstratie. Fie ABC D un patrulater inscriptibil. Pe diagonala AC' se consi-
dera punctul K astfel incit ABK = CBD.

ABK + CBEK = ABC = CBD + ABD = CBK = ABD.
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Se observa cd triunghiurile ABK ~ DBC, de unde rezultd

g—g = g—g, (1.26)
iar triunghiul ABD ~ KBC, cu
g—i = % (1.27)
Putem scrie:
AK -BD = AB-CD
CK-BD =AD - BC
si adunand aceste relatii obtinem relatia lui Ptolemeu. q.e.d.

Observatia 1.2 Se pot deplasa punctele A, B, C, D pe cerc oricum, dar ca relatia
lui Ptolemeu sd se verifice este necesar ca AC' si BD sd ramand diagonale.

In cazul in care ABC'D este dreptunghi, relatia lui Ptolemeu devine teorema lui
PITAGORA.

1.4 Patrulatere circumscriptibile

DEFINITIA 1.9 [. Un patrulater care are cele patru laturi tangente unui cerc se
numeste patrulater circumscris cercului.

2. Un patrulater spunem cd este circumscriptibil dacd poate fi circumscris unui
cerc.

Nu putem spune cd orice patrulater este circumscriptibil.

PROPOZITIA 1.8 Un patrulater poate fi circumscris unui cerc dacd §i numai dacd
bisectoarele unghiurilor sale sunt concurente.

Demonstratie. “=" Considerdm un patrulater ABC D circumscris unui cerc,
adica laturile sale [AB], [BC], [AC], [AD] sunt tangente la un cerc C'(O, ). Atunci

d(0, AB) = d(0, BC) = d(0,CD) = d(O, AD) = r,

deci punctul O se afla pe bisectoarele unghiurilor A, B, C, D.
“«<" Se considera patrulaterul ABC' D, cu bisectoarele unghiurilor sale concu-
rente in punctul O.
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C

Figura 1.20: Patrulater circumscris

Atunci folosind proprietatea punctelor de pe bisectoare de a se afla la aceeasi
distantd fatd de laturile unghiului se obtine

d(0, AB) = d(0, BC) = d(0,CD) = d(O, AD) = r,

adica cercul cu centrul in punctul O si razd r este tangent fiecarei laturi a patrulate-
rului.
q.e.d.

PROPOZITIA 1.9 Un patrulater este circumscriptibil dacd §i numai dacd suma
lungimilor laturilor opuse este aceeasi,

AB+CD = AD + BC.

Aceasta proprietate poate fi usor demonstratd, deoarece stim cd tangentele duse dintr-
un punct la un cerc au aceeasi lungime.

PROPOZITIA 1.10 [. Dacd un patrulater circumscris unui cerc este trapez, atunci
punctele de contact cu cercul ale bazelor §i centrul cercului sunt colineare.

2. Dacd trapezul este isoscel, atunci lungimea diametrului cercului inscris in tra-
pez este media geometricd a lungimii bazelor.

Demonstratie.
1. Triunghiurile ADEO = ADIO sunt congruente, pentru ca sunt dreptunghice
si au laturile respectiv egale.



22 CAPITOLUL 1. GEOMETRIE SINTETICA PLANA

A E D

B F C

Figura 1.21: Trapez circumscris

Congruente sunt si triunghiurile AOIC' = AOFC (se poate demonstra tot folo-
smd cazul 3 de congruenga a triunghiurilor). Obtinem astfel congruenta unghiurilor
EOD DOT si [ T0C = COF Dar tr1ungh1ul DOC este dreptunghic cu unghiul
drept DOC. Atunci se observi ci unghiul EOF este alungit, adicd masura lui este
180°, ceea ce ne arata coliniaritatea celor trei puncte.

2.In triunghiul dreptunghic DOC segmentul O1 este indltime pe ipotenuzi si cum
DI = DE,CI = CF obtinem

DE.-CF =0I*=r* AE-BF =12

Daca trapezul este isoscel se obtine proprietatea anuntata. q.e.d.

1.4.1 Cercul lui Euler

Cercul lui Euler sau cercul celor 9 puncte este cercul ce trece prin mijloacele laturilor
unui triunghi ; picioarele inaltimilor ; mijloacele segmentelor cuprinse intre varfuri
sl ortocentru.
Centrul lui se gaseste la mijlocul segmentului HO ( H este ortocentrul; O este-
centrul cercului circumscris) si are raza egald cu jumatatea razei cercului circumscris.
Vom demonstra conciclitatea celor 9 puncte in capitolul urmadtor, folosind trans-
formdrile geometrice.
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1.5

Probleme de coliniaritate

1.5.1 Metode de demonstrare a coliniaritatii unor puncte

Coliniaritatea a trei puncte se poate demonstra prin mai multe metode:

l.

10.
1.
12.

13.

folosind identitatea AB = AC + CB, unde AB, AC, BC' sunt segmente de
dreapta;

. utilizand reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf;

. cu ajutorul unghiului alungit;

identificarea apartenengtei punctelor la o dreaptd remarcabild (linie mijlocie, me-
diatoare, bisectoare, etc.) in configuratia respectiva.

. folosind postulatul lui Euclid: Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce

o paraleld si numai una la acea dreapta.

. cu ajutorul proprietdtilor paralelogramului;
. folosind unicitatea perpendicularei dintr-un punct pe o dreaptd;
. utilizand reciproca teoremei lui Menelaus;

. prin utilizarea axiomei 6 de incidenta (sau de situare): Dacd doud plane distincte

au un punct comun atunci intersectia lor este o dreapta;
prin metoda analitica;

prin metoda vectoriala;

folosind transformari geometrice;

folosind numerele complexe: punctele M (z;), Ma(z2), M3(23) sunt colineare
23— A
€ R.

dacad si numai daca
2 — %1

1.5.2 Teorema lui Euler, dreapta lui Simpson

Dreapta lui Euler

TEOREMA 1.14 [n orice triunghi ortocentrul H, centrul de greutate G si centrul
cercului circumscris triunghiului sunt coliniare.
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Dreapta determinatd de cele trei puncte se numeste dreapta lui Euler.
Demonstratie. a)Dacad triunghiul ABC' este isoscel sau dreptunghic, atunci cele
trei puncte se afld pe o mediana.
b)in cazul triunghiului oarecare ABC', notim cu Ay, By picioarele inaltimilor din
varfurile A si B, iar picioarele medianelor din aceste varfuri sunt A’ si B’. Triunghiu-
rile HAB si OA’ B’ sunt asemenea pentru cd au laturile paralele. Folosind teorema
fundamentald a asemanarii se obtine:

HA HB AB _2:>HA_2
OA" OB A'B oA 7
Dar punctul G imparte mediana 1n raportul % = 2. Atunci triunghiurile OG A’ si

A

Figura 1.22:

HG A sunt asemenea conform cazului al doilea de asemanare si rezulta

OGA = AGH,
ceea ce implica coliniaritatea punctelor O, G, H. q.e.d.

Dreapta lui Simpson

TEOREMA 1.15 Proiectiile ortogonale ale unui punct de pe cercul circumscris tri-
unghiului ABC pe laturile acestuia sunt coliniare.

Dreapta care contine punctele coliniare din teorema anterioard se numeste dreapta
lui Simpson.

Demonstratie. Consideram un punct M pe cercul circumscris triunghiului ABC
si notdm proiectiile ortogonale ale acestuia pe laturile BC, AC, AB cu D, E, respec-
tiv .
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Figura 1.23: Dreapta lui Simpson

Patrulaterele AEM F, FBD M sunt inscriptibile pentru ca au unghiurile opuse
suplementare, dar si M E'D(C' este inscriptibil.
Atunci

DEC = DMC = 90° — DOM = 90° — FAM — FMA = FEA.

Obtinem DEC = @, care sunt unghiuri opuse la varf, ceea ce implica coliniari-
tatea punctelor D, E. F.
q.e.d.

1.5.3 Relatia lui Carnot

TEOREMA 1.16 (TEOREMA LUI CARNOT)
Fie un triunghi ABC, D € (BC),E € (AC), F € (AB).Perpendicularele in D
pe (BC), in E pe (AC) siin F pe (AB) sunt concurente dacd si numai dacd

DB? - DC*+ EC? - EA>+ FA? - FB?> =0. (1.28)

Relatia (1.28) se numeste relatia lui Carnot.
Demonstratie. “=-" Presupunem ca perpendicularele in D pe (BC'), in E pe (AC)
si in F' pe (AB) sunt concurente. Se formeaza triunghiurile dreptunghice DM B,
DMC, EMC, EMA, AMF, FM B pentru care vom scrie teorema lui Pitagora
obtinand relatiile:
BM?* = M D?* + DB? (1.29)

CM? = MD?+ DC? (1.30)
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B D C

Figura 1.24: Relatia lui Carnot

CM? = ME* + EC?, (1.31)
AM? = ME? + EA?; (1.32)
AM? = FA? + FM?; (1.33)
BM?* = FM?* + FB*. (1.34)

Scazand relatiile doud cate doud obginem:
BM? — CM? = DB* — DC?:
CM?* — AM? = EC* — EA?;
AM? — BM? = FA* — FB*.

Vom aduna aceste trei relatii si se va obfine relatia lui Carnot.
“ <" Presupunem ci relatia lui Carnot este adevirati, dar perpendicularele pe
laturile triunghiului construite in punctele D, E'; F' nu sunt concurente.
Perpendicularele construite in doud dintre aceste puncte sunt concurente, de exem-
plu cea construitd Tn punctul D si cea din £. Punctul lor de concurentd va fi M.
Notam proiectia punctului M pe latura AB cu N. Conform implicatiei directe
care a fost demonstratd, putem scrie relagia lui Carnot pentru punctele N, £, D:

DB? - DC?+ EC? —EA>+ NA?2 — NB? = 0. (1.35)
Conform ipotezei:

DB? - DC? + EC? - EA>+ FA? - FB?=0. (1.36)
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Figura 1.25:

Scédzand (1.28) si (1.36), rezulta:
NA* - NB*=FA* - FB*
Notim BN = m, NF = x, AF = n si relatia anterioara va fi
(n+2)*—m?=n*—(m+x)*

ceea ce implica x = 0, adicd punctele N, F' coincid. q.e.d.

1.6 Probleme de concurenta

1.6.1 Metode de demonstrare a concurentei unor drepte

Pentru a demonstra concurenta a doud sau mai multe drepte putem folosi una dintre
urmatoarele metode:

1. folosind definitia dreptelor concurente, adicad sa aratam cad existd un punct co-
mun dreptelor;

2. concurenta a trei drepte constd in a ardta cd punctul de intersectie a doud drepte
apartine si celei de a treia drepte;

3. pentru a demonstra concurenta a trei drepte putem sa folosim teoremele referi-
toare la concurenta liniilor importante in triunghi;

4. folosind reciproca teoremei lui Ceva;
5. prin metoda analiticd, folosind ecuatiile analitice ale dreptelor;

6. pentru concurenta a trei drepte, demonstram ca se intersecteaza doud cate doud
st aria poligonului obfinut este 0.
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1.6.2 Teoremele lui Gergonne

TEOREMA 1.17 (TEOREMA LUI GERGONNE)
Fie un triunghi ABC, D € (BC),E € (AC), F € (AB). Dacd AD, BE §i CF
sunt concurente in punctul M atunci:

DM+EM+FM_
AD BE CF

1. (1.37)

Demonstratie. Notam cu h, distanta de la punctul A la BC'; cu d, distanta de
la punctul M la BC'; Apyc aria triunghiului BMC' si cu A4pe aria triunghiului
ABC.

G 1 p

Figura 1.26: Teorema lui Gergonne

Apuc d .
Se observa ca — — (au aceeasi bazi).
Aapc g

Se construiesc inaltimile AG pentru triunghiul ABC si M1 pentru triunghiul
BMC. Se formeaza astfel triunghiurile asemenea AG'D si M I D, pentru care putem
scrie:

d, MD
— = — 1.38
he AD (1.38)
Se obtine:
MD
Aswc _ (1.39)
Aapc  AD
Prin procedee analoage se pot obtine:
MF
Aavs _ : (1.40)
Aasc CF
ME
Aave (1.41)

Aapc BE



1.6. PROBLEME DE CONCURENTA 29

adunand relatiile (1.39), (1.40), (1.41) vom obtine:

_ Apve  Aamc n Aivp _ DM N EM N FM
Aapc Aapc Aapc AD BE CF’

1

q.e.d.

TEOREMA 1.18 (PUNCTUL LUI GERGONNE)

Fie cercul inscris in triunghiul ABC. Dacd M, N, P sunt punctele de tangentd
ale cercului cu laturile triunghiului, atunci AM, BN, C' P sunt concurente in punctul
lui Gergonne.

Pentru demonstratie se foloseste reciproca teoremei lui Ceva.

1.6.3 Teorema lui Steiner

Reamintim cd o ceviand intr-un triunghi este dreapta determinata de un varf al triun-
ghiului si un punct de pe latura opusa.

Ceviene izogonale sunt cevienele egal inclinate fatd de laturile care pleaca din
acelasi varf cu ele.

TEOREMA 1.19 (TEOREMA LUI STEINER) Dacd AM, AN sunt ceviene izogo-
nale in triunghiul ABC' atunci are loc relatia:

AB®  BM-BN

AC?2  CM-CN (1.42)

B

D F C

Figura 1.27: Teorema lui Steiner

Demonstratie. Prin varfurile B , respectiv C' ale triunghiului ABC' construim
paralele la laturile opuse. Se obtine astfel paralelogramul ABDC'.

Notam {F} = AM N BDsi {F} =ANNCD.
BE BM . AB BN
AC — CM Y CF T ON

Cu teorema fundamentald a asemanadrii se obtine ca
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BE _AB
CF  AC’

Relatia de demonstrat devine adevdrata din asemanarea triunghiuri-

lor ABE si AC'F.
q.e.d.

Un exemplu de ceviene izogonale sunt inalfimea dintr-un varf si diametrul cercu-
lui circumscris triunghiului, dus din varful respectiv.

A

Figura 1.28: Ceviene izogonale

1.7 Relatii metrice in triunghi si patrulater

1.7.1 Teorema Pitagora generalizata

Este bine cunoscutd teorema lui Pitagora, care se aplica in triunghiuri dreptunghice.
Acum prezentam generalizarea ei, numita si teorema cosinusului, care se poate aplica
in orice triunghi.

TEOREMA 1.20 Dacd in triunghiul ABC, C' este un unghi ascutit i D = prpcA,
atunci:

AB? = AC? + BC? —2BC - DC.

Demonstratie. Vom discuta 3 cazuri:
a) unghiul B este ascutit, notdm cu D = prpcA, atunci D € (BC).
Triunghiurile ABD si ADC' sunt dreptunghice si vom aplica teorema Pitagora:

AB? = AD? + BD? (1.43)

AD? = AC? — DC? (1.44)
BD = BC — DC. (1.45)
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A

D

Figura 1.29: teorema lui Pitagora generalizatd

Se 1nlocuieste in (1.43) AD si BD date de egalitatile (1.44) si (1.45)
AB? = AC* — DC? + (BC — DC)?,
AB? = AC* + BC* — 2BC - DC.
a) dacd unghiul B este obtuz, atunci B € (DC). Egalititile (1.43) si (1.44) raman
A

D B

Figura 1.30: teorema lui Pitagora generalizatd

adevarate si
BD = DC — BC. (1.46)

Inlocuind in (1.43) AD si BD date de (1.44) si (1.46) se obtine:
AB? = AC? — DC? + (DC — BC)?,
AB* = AC* + BC” — 2BC - DC.
c¢) pentru B unghi drept se aplicd Pitagora. q.e.d.
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1.7.2 Relatia lui Stewart

Teorema lui Stewart furnizeaza o relagie intre lungimile laturilor unui triunghi si
lungimea segmentului care coboara dintr-un varf la un punct de pe latura opusa.

TEOREMA 1.21 (TEOREMA LUI STEWART) Fie un triunghi ABC' cu lungimile

Figura 1.31: teorema Stewart

laturilor BC = a, AC = b, AB = c. Fie P un punct pe latura [BC] care divide
latura in doud segmente cu lungimile BP = x, PC' = y. Lungimea segmentului AP
0 vom nota cu p. Atunci:

a(p? + zy) = b’z + y. (1.47)

Demonstratie. Aplicim teorema Pitagora generalizatd in triunghiurile ABP si
APC' corespunzatoare unghiurilor suplementare AP B, respectiv APC' si adunam
relatiile obtinute, dar nu inainte de a le Tnmulfi cu y respectiv x.

q‘e.d.

1.7.3 Teorema medianei

In geometria plani, teorema medianei stabileste o relatie intre lungimea unei me-
diane dintr-un triunghi si lungimile laturilor triunghiului. Teorema medianei este un
caz particular al teoremei lui Stewart.

TEOREMA 1.22 Fie triunghiul ABC cu M mijlocul laturii (BC'). Atunci:

m, = 1

(1.48)
unde m, = AM,a = BC, b= AC,c = AB.

COROLARUL 1.1 [ntr-un triunghi dreptunghic lungimea medianei corespunzdtoare
unghiului drept este egald cu jumdtate din lungimea ipotenuzei.
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1.7.4 Relatia lui Euler pentru patrulatere

TEOREMA 1.23 Fie patrulaterul ABCD, E mijlocul diagonalei AC' si F' mijlocul
lui BD. Atunci:

AB? + BC? + CD? + AD? = AC? + BD? + 4EF?. (1.49)

Relatia (1.49) se numeste relatia lui Euler pentru patrulatere.

A

D
C

Figura 1.32: Relatia Euler pentru patrulatere

Demonstratie. Se construiesc AF, FC, BE, DE. Vom folosi teorema medianei
in:

e triunghiul ABD:

4AF? = 2(AB* + AD?) — BD? (1.50)
e triunghiul BC'D:

4CF* = 2(BC* + CD?) — BD% (1.51)
e triunghiul ABC"

ABE? = 2(AB* + BC?) — AC?; (1.52)
e triunghiul ADC"

4DE? = 2(AD* 4+ CD?* — AC% (1.53)
e triunghiul AFC"

AEF? = 2(AF? + FC?) — AC? (1.54)
e triunghiul BED:

AEF? = 2(BE® + ED*) — BD". (1.55)
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Se adunad relatiile (1.50),(1.51), (1.52), (1.53) cu relatiile (1.54), (1.55) inmultite
cu 2 si se obtine (1.49).
q.e.d.



Capitolul 2

Transformari geometrice

Istoria matematicii consemneaza ca transformdrile geometrice au fost folosite pentru
obfinerea primelor demonstratii ale unor teoreme de geometrie.

Astfel se afirmd ca Thales din Milet a demonstrat prin suprapunerea figurilor,
folosind ideea de miscare, tradusa astdzi in aceea de transformare geometrica, teore-
mele: unghiurile opuse la varf sunt congruente; unghiurile de la baza unui triunghi
1soscel sunt congruente; diametrul imparte cercul in doud pdfi congruente s.a.

Mai tarziu, Aristotel a eliminat miscarea din geometrie si deci si transformdrile
geometrice, considerand obiectele matematicii ca entitifi abstracte. Aceasta conceptie
a fost concretizatd de Euclid prin celebra sa carte “Elementele”, in care geometria
este construitd fard utilizarea ideii de miscare pentru cd aceasta nu poate exista, con-
form conceptiei lui Platon, Aristotel, Euclid, in lumea formelor ideale.

Pe aceeasi linie s-a situat D. Hilbert in constructia sistemului cunoscut de axiome
ale geometriei. El a inlocuit ideea de miscare cu ceea de figuri congruente.

Predarea geometriei 1n spiritul axiomaticii lui Hilbert sau a lui Birkhoff este im-
plicatd, indiscutabil, in diminuarea ponderii transformdrilor geometrice in unele pro-
grame analitice s1 manuale.

Intuitia asigurd intelegerea de cdtre elevi a notiunilor de miscare, suprapunere,
transformare a figurilor, ceea ce favorizeaza intelegerea ulterioara a unor concepte
fundamentale din geometrie sau oferd o cale de a patrunde in corpul teoremelor geo-
metrice fara supozitii complicate, greu de explicitat si de motivat. Acest fapt indica
posibilitatea de a introduce in geometrie transformarile geometrice.

Transformarile geometrice sunt in esentd functii. Studiul lor este calea principala
pe care notiunea de functie patrunde in geometrie.

Desi transformadrile geometrice erau folosite de mult timp 1n rezolvarea unor pro-
bleme de geometrie, ele nu au fost gandite ca functii decat relativ recent, cand figurile
geometrice au fost concepute ca mulfimi de puncte.

Ca orice alte functii, transformdrile geometrice se pot compune. Existd multe
situafii in care multimea transformarilor geometrice de un anumit tip este inchisa
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la compunere, formand un grup. Amintim grupul translatiilor, grupul rotatiilor de
acelasi centru, grupul asemanarilor. Asadar transformadrile geometrice furnizeaza
exemple netriviale de grupuri, fapt ce faciliteaza intelegerea notiunii abstracte de
grup la algebra si care indicd rolul integrator al transformarilor geometrice cu algebra
abstracta.

Primele obiective operationale care se urmaresc in predarea temei respective sunt:

- construirea imaginii unui punct printr-o anume transformare geometrica;

- determinarea punctelor ce corespund printr-o transformare care duce o figura
intr-o altd figurd;

- remarcarea elementelor care determind o transformare geometricad: centrul si-
metriei, centrul si unghiul rotatiei, etc.;

- construirea imaginii unei figuri printr-o transformare geometrica.

Prin atingerea acestor obiective elevii capatd deprinderea de a folosi transformarile
geometrice in rezolvarea problemelor.

In functie de timpul disponibil, se poate aborda structura grupali a transformirilor
geometrice si teoreme de exprimare a unor transformari geometrice ca 0 compunere
de transformari mai simple. De exemplu, orice izometrie este compunerea a cel mult
trei simetrii axiale.

O structurd geometrica suficient de simpla si in acelasi timp cu multe proprietafi
este structura metrica a planului (spatiului) datd de distanta dintre doua puncte.
Aceastd structurd are si un accentuat caracter intuitiv, ceea ce permite utilizarea ei in
clasele a VI-a si a VII-a. Transformdrile geometrice compatibile cu structura metrica
sunt interesante si bogate in proprietdfi. Doud asemenea clase de transformadri sunt
studiate cu precddere: izometriile si asemanadrile.

Gandim spatiul fizic obisnuit ca 0 mulfime de elemente numite puncte, notat cu
S.

Distanta este o aplicatie , cu urmdtoarele proprietafi:

1. d(A,B) > 0sid(A, B) = 0 daca si numai daca A = B;

2.d(A,B) =d(B,A)

3.d(A,B) < d(A,C)+d(C, B), oricare ar fi punctele A, B,C € S.

Aplicatia T : S — S se numeste izometrie daci

d(TA,TB) = d(A, B),

adicd pastreaza distanta Intre puncte si
se numeste asemanare daca

d(TA, TB) = k- d(A, B),

adicd multiplica distanta cu un factor real strict pozitiv k.
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Orice izometrie este o asemédnare particulard (k = 1).

Totusi in mod obisnuit, se face intai studiul detaliat al izometriilor apoi cel al
asemandrilor. Aceastd ordonare pe langd avantajul didactic evident de a se trece de
la simplu la mai complicat este dictatd si de faptul cd orice asemdnare este compu-
nerea unei izometrii cu o omotetie (0 asemdnare particulard). Teoreme asemandtoare
pentru izometrii, de exemplu, orice izometrie a planului care pdstreaza orientarea
este sau o translatie, sau rotatie, sau simetrie centrald, respectiv, orice izometrie este
compunerea a cel mult trei simetrii axiale ne aratd cd e recomandabild mai 1ntai stu-
dierea izometriei particulare (simetria, translatia, rotatia), apoi trecerea la stabilirea
proprietdfilor generale ale izometriilor.

In urma analizei modalititilor de a concepe predarea transformirilor geometrice
in diferite programe si manuale se pot distinge doud puncte de vedere: sintetic si
vectorial- analitic.

Conform primului, transformdrile geometrice se definesc Tn mod direct, cu ele-
mente geometrice simple: puncte, drepte, plane, unghiuri si proprietitile lor se de-
monstreazd geometric pe baza axiomelor si teoremelor simple de geometrie.

Al doilea punct de vedere se referd la introducerea transformarilor geometrice pe
baza notiunii de vector sau prin expresiile lor analitice, proprietdtile obtinandu-se
prin combinarea elementelor de algebrd vectoriald cu elemente de geometrie anali-
tica.

In cele ce urmeazi vom explora succesiv ambele puncte de vedere pentru fiecare
din izometriile remarcabile §i apoi pentru asemanari.

2.1 Simetrii

In mod natural trebuie si incepem cu studiul simetriilor in plan, apoi s trecem la
spatiu.
Simetria fata de un punct in plan

e Putem incepe prin a cere elevilor (clasa a VI-a) sd deseneze mai multe seg-
mente care au acelasi mijloc O. Ei deseneaza masurand cu rigla sau eventual cu
compasul (daca sunt familiarizati cu acest instrument) o figurda asemanatoare cu
figura 2.1, care poate fi apoi prezentatd si pe o plansd pregatitd anterior.

e Cu notatiile introduse in figura 2.1, vom spune ci A’ este simetricul punctului A
fati de O, cd B’ este simetricul punctului B fatd de O, la fel C’ este simetricul
lui C' fatd de O s.a.m.d.

e Subliniem cid O este mijlocul pentru segmentele AA’, BB', CC’ etc, si repetim
modul de constructie al punctelor A’, B, etc.



38 CAPITOLUL 2. TRANSFORMARI GEOMETRICE

C1

Figura 2.1: Simetria fati de un punct

Fixdm apoi definitia formala:
simetricul unui punct M fatd de un punct O este un punct M’, astfel cd O este
mijlocul segmentului M M’; simetricul lui O este O.

e Alternativ, pentru a pregati ideea de functie putem spune cd oricdrui punct M
din plan putem sd-i asociem un punct M’, simetricul sdu fatd de O; lui O i se
asociazd O nsusi.

Aici sau la o reluare intr-o clasa superioard aceastd asociere 0 vom numi simetrie

de centru O si o vom nota prin Sp, pentru a indica centrul de simetrie, scriind
A" = Sop(A), B" = So(B), etc.

e Revenind la figura 2.1, din paralelogramul AB A’ B’ (diagonalele se injumatétesc)
constatdm ca segmentul A’ B’ este congruent cu segmentul AB, adici simetria
fatd de O (numita si simetrie de centru O, sau simetrie centrald) este o izometrie.

e Spunem apoi ca dreapta A'B’ este simetrica dreptei AB fati de punctul O si
subliniem ci ea este paraleld cu dreapta AB. La fel dreapta A'C” este simetrica
dreptei AC' fatd de O. Deci simetrica unei drepte fatd de un punct O se obtine
construind simetricele a doud puncte distincte ale ei si apoi unindu-le.

e Observam ca daca M’ este simetricul fatd de O al punctului M, atunci simetricul
fatid de O al punctului M’ este chiar M.

Mai tarziu vom scrie 52, = I, unde I este transformarea identicd a planului si
vom spune cd Sp este transformare involutiva.

e Fie acum d o dreaptd oarecare din plan. Daca ea trece prin O, simetrica ei fata
de punctul O coincide cu ea ca multime (nu punct cu punct). Cu alte cuvinte,
simetricul oricarui punct de pe d se afla pe d. Vom spune ca O situat pe d este
centru de simetrie pentru figura formata din dreapta d.
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Figura 2.2: Simetrica unei drepte fatd de un punct

Presupunem ci O nu este situat pe d. Simetrica dreptei d fatd de O este o dreapti d’
paraleld cu d. Figura F' = d U d' are proprietatea cd simetricul oricirui punct al ei
fata de O este tot pe ea, figura 2.2. Vom spune ca O este centru de simetrie al figurii
F.

Cele observate pot fi formulate astfel:

DEFINITIA 2.1 Spunem cd o figurd F admite ca centru de simetrie un punct O,
dacd simetricul fatd de O al oricdrui punct al figurii F' se afld in F.

Dupd cum am vdzut mai sus:

-oricare punct al unei drepte este centru de simetrie pentru ea, adicad dreapta are o
infinitate de centre de simetrie.

Figura formata din doud drepte care se intersecteaza in O are ca centru de simetrie
pe O si numai pe el.

y o

Figura 2.3: Centru de simetrie

Din figura 2.2 rezultd cd figura formatd din reunirea a doua drepte paralele are
o infinitate de centre de simetrie, situate pe o dreaptd. Reunind aceste doud drepte
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cu alte doud drepte paralele intre ele, dar formand un anumit unghi cu primele doud
obfinem o figurd cu un singur centru de simetrie (figura 2.3).

Rezulta ca in particular, paralelogramul are un singur centru de simetrie.

Unghiul, inteles ca reuniunea a doud semidrepte cu originea comund, nu are centru
de simetrie.

Centrele de simetrie sunt importante in aplicatiile geometriei In practica.

Intr-o abordare vectorial-analitici a geometriei, simetria fati de un punct O se
poate defini astfel:

— —

simetricul lui A fatd de O este un punct A', astfel ca OA" = —OA.

Géandim simetria fatd de O direct ca aplicatie: A — A’, definita de relatia vecto-
riald de mai sus. Fie B’ simetricul fatd de O al unui punct B diferit de A.

Egalitdtile vectoriale

A'B'=0B —0A ' =0A—-0B=—-AB

ne aratd ca simetria fafa de O pastreaza coliniaritatea punctelor, duce o dreapta intr-o
dreaptd paraleld cu ea si cd este izometrie.

Remarcam ca relatiile vectoriale au avantajul de a da informatii mai multe intr-o
formd condensata.

Pentru a deduce ecuatiile simetriei vom introduce un reper cartezian in plan. Cel
mai simplu este sd ludm originea sa in O.

Fie A(z,y) si A'(«',y) . Relatia vectoriala de definire a simetriei fatd de O con-
duce la:

r=-—r, y=-y (2.1)

Aceste formule se numesc ecuatiile simetriei fata de origine.

Rezultd cd o figurd din plan descrisd de o expresie algebricd F(x,y) are originea
ca centru de simetrie dacd si numai daca F(—x, —y) = E(x,y).

Dacéd O are coordonate oarecare (g, ), aceeasi relatie de definire a simetriei
fatd de O conduce a formulele

¥ =2x0—x, Yy =2y —y. (2.2)
Aceste formule pot fi luate ca definitie a simetriei centrale.
Simetria fata de o dreapta in plan

Pentru a introduce definitia acestei transformari geometrice la clasa a VI-a putem
incepe cu urmdtoarea semiexperienta:
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e in partea superioard a unei coli albe de hartie se fac trei - patru pete mici de
cerneald, apoi coala se indoaie. Petele de cerneald vor ldsa urme pe partea infe-
rioard a colii.

e Dezdoim coala si unim cu o linie coloratd fiecare patd cu urma ldsatd de ea la
indoirea colii.

e Trasdm cu o altd culoare linia de indoire a colii. Dreptele duse anterior vor
intersecta linia de indoire dupa niste puncte.

e Cerem elevilor sd mdsoare, pentru fiecare pata in parte, distanta de la ea si de la
urma ei la dreapta de indoire. Vor constata cd aceste distanfe sunt aproximativ
egale si cd dreapta ce uneste o patd cu imaginea ei (cu urma ei) este perpendi-
culard pe linia de indoire a colii.

e Reprezentam coala cu care am lucrat ca in figura 2.4, inroducem notatii si
afirmdm cé dreptele AA’, BB',CC' si DD’ sunt perpendiculare pe d si ci

(AP) = (PA"),(BQ) = (QB),(CR) = (RC"),(DS) = (SD").

B D
C
A [ M
Q R S d
P
) (04
..M
A ]
N D'
B’

Figura 2.4: Simetria fata de o dreapta

Vom spune ci A’ este simetricul lui A fati de dreapta d si cd B’ este simetricul
lui B fatd de dreapta d, s.a.m.d.
e Punctul A’ se mai poate construi astfel:

Ducem din A perpendiculara pe d si prelungim segmentul (AP) cu un segment
(PA") = (AP).

Precizdm apoi, dacd e cazul, cum se efectueaza aceastd constructie cu rigla si
compasul.

e Se constatd cd simetricul oricdrui punct fatd de dreapta d este unic determinat;
simetricul unui punct de pe d fatd de d este el Tnsusi.
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Asociind unui punct din plan simetricul sdu fatd de dreapta d, obtinem o functie
care va fi numitd simetria fata de dreapta d, notatd cu 5.

Daca A’ este simetricul lui A fatd de d, vom spune ci si punctele A si A’ sunt
simetrice fata de dreapta d, A’ = Sy(A).

e Din figura 2.4 rezultd cd doud puncte sunt simetrice fatd de dreapta d, daca d
este mediatoarea segmentului ce le uneste. Aceastd observatie poate fi luata ca
definitie.

e Completand figura 2.4 cu linii punctate, din doud triunghiuri dreptunghice con-
gruente constatim ca AB = A'B’.

Intrucat punctele A si B sunt arbitrare deducem ci simetria fati de o dreapti
este o izometrie.

e Studiem apoi imaginile printr-o simetrie fatd de o dreaptd datd (numitd si si-
metrie axiala) a diferitelor figuri geometrice, in functie de cunostintele elevilor
la momentul respectiv. Remarcdm, unde este cazul, congrueta elementelor ce
corespund prin simetrie axiala.

Revenind la figura 2.4, fixdm atentia asupra trapezului isoscel B’ B’ AA. Punctele
de pe segmentul (AB) sunt duse prin Sy in puncte de pe A’B’, iar punctele de pe
segmentul AA’ sunt duse prin S; in puncte de pe acelasi segment. Similar pentru
(BB’). Asadar, oricare punct de pe trapez are imaginea prin Sy tot pe trapez.

e Vom spune ca trapezul 1n discutie are o axa de simetrie: dreapta d.

Fie un cerc de centru O si M N un diametru al sdu. Simetricul oricdrui punct
de pe cerc fatd de M N este pe cerc (diametrul este mediatoarea oricdrei coarde
perpendiculara pe el). Vom spune cd diametrul M N este axad de simetrie a cercului
dat.

e Orice diametru al cercului este axa de simetrie pentru cerc, deci cercul admite o
infinitate de axe de simetrie.

Situatiile prezentate impun urmatoarea definitie.

DEFINITIA 2.2 O figurd pland F admite o axd de simetrie d, dacd simetricul
oricdrui punct din F' fatd de d este in F'.

e Ciutam apoi alte figuri plane care admit axe de simetrie. In aceastd cautare ne
poate ajuta urmdtoarea observatie.

Observatia 2.1 Dacd I’ este simetrica unei figuri I fatd de o dreaptd d, atunci
figura F'U F' are ca axd de simetrie pe d.
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De exemplu, fie o dreaptd a care face un anumit unghi « (diferit de unghiul nul) cu
d si o intersecteaza in O. Notam cu a’ simetrica ei fati de d.

Dacd o = 90°, atunci a coincide cu o’ si putem spune ca d este axd de simetrie
pentru a. Rezultd cd dreapta a are o infinitate de axe de simetrie: dreptele perpendi-
culare pe ea.

Un segment nenul are o singura axa de simetrie - mediatoarea sa;

axa de simetrie a unei semidrepte este perpendiculara pe ea 1n originea ei (in baza
observatiei de mai sus).

Daci misura lui « este diferitd de 90°, atunci a U o’ este figura formata din patru
unghiuri opuse, doud cate doud, la varf. Dreapta d apare ca axd de simetrie pentru
doud dintre ele, pentru care este si bisectoare. Rezultd cd orice unghi are o axd de
simetrie: bisectoarea sa.

Dacd presupunem acum ca dreapta a este paralela cu d, atunci a’ este si ea paralela
cu d. Rezultd cd figura formatd din doud drepte paralele admite o axa de simetrie.

Fie b si b’ doud drepte paralele si perpendiculare pe d. Axa lor de simetrie d’ va fi
perpendiculara pe d. Prin reunirea celor patru drepte a, a’, b, b’ obtinem un dreptunghi
completat cu niste semidrepte. Rezultd ci figura are doud axe de simetrie d si d'.

Orice dreptunghi are doud axe de simetrie perpendiculare intre ele.

e Prezentarea unor planse cu figuri plane care admit axe de simetrie poate fi utila.

e Rezolvarea unor probleme de geometrie prin folosirea simetriei fata de o axa
este pasul urmator.

Simetria fatd de o dreaptd se preteaza, ca si simetria centrald, la o tratare vectoriald
s1 analiticd. Definitia ei vectoriald se poate da folosind vectorul de directie al dreptei
(axe1 de simetrie). Proprietdtile ei se demonstreazd in mod specific.

Tratarea vectoriald a simetriei axiale nu aduce simplificari. Dimpotrivd, in multe
locuri apare complicatad si artificiald. Ea este recomandabild numai daca insistdm sd
tratdm unitar (vectorial in acest caz) toate transformarile geometrice.

Analitic, prin introducerea unui reper in plan, putem exprima coordonatele sime-
tricului unui punct dat fatd de o dreapta d, in functie de coordonatele punctului dat
si de elementele care determind dreapta d. Formulele care se obtin sunt in general
complicate si nu pot fi retinute. Exceptie, face situatia in care reperul se alege astfel
incat dreapta d sa fie una din axele de coordonate.

Daca d coincide cu axa absciselor, ecuatiile simetriei .S; sunt:

/ /
r =z, Y=Y,

iar dacd d coincide cu axa ordonatelor obfinem

¥ =—x Yy =u.
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Aceste ecuatii vor folosi la reprezentarea graficd a functiilor n studiul simetriilor
graficului.

2.2 Translatia

Aceastd transformare geometrica este cu mult mai importanta decat simetriile, pentru
cd definirea si studiul ei impun conceptul de vector in forma sa riguroasa: clasad de
segmente orientate echipolente (de aceeasi lungime, aceeasi directie si acelasi sens).

In general, 1n cdrtile Tn care acest subiect se abordeaza, se introduce izomorfismul
intre grupul translatiilor (cu operatia de compunere) si grupul aditiv al vectorilor.

Cateva observatii se impun de la inceput.

Pentru notiunea de vector cadrul cel mai convenabil este spatiul si nu planul. In
consecintd apare mai natural studiul translatiei ca transformare a spatiului. Vectorii
dintr-un plan se vor identifica cu translatiile care duc planul in sine. Evident ca
aceastd abordare este posibild dupd ce elevii au anumite cunostinte de geometria
spatiului.

Intuitiv translatia in spatiu se defineste ca o transformare prin care toate punctele
se deplaseaza in una si aceeasi directie, intr-un sens dat, la aceeasi distanta. Evident
cd este mai greu de sesizat deplasarea simultand a tuturor punctelor spatiului decat a
unei submultimi (figuri) a lui.

In consecinti este mai bine si incepem prin a spune ci o figuri F’ s-a obtinut
dintr-o figurd F' printr-o translatie dacd punctele ei s-au obtinut din cele ale lui F
prin deplasare 1n una si aceeasi directie, intr-un sens dat, la aceeasi distan{d. Aceste
aspecte intuitive se cer sprijinite de figuri variate. Credem cd un scurt film de desene
animate, bine realizat, ar putea fi util in sprijinirea intuitiei elevilor.

O prima formalizare a consideratiilor intuitive se poate da astfel:

figurile F' §i F' corespund printr-o translatie dacd oricare ar fi punctele P §i ()
distincte din F lor le corespund in mod unic punctele P’ si () din F’, astfel incat
segmentele (PP') si (QQ') sd fie congruente, paralele si de acelagi sens.

Ca aplicatie a spatiului S pe el insusi, translatia poate fi definitd prin:

DEFINITIA 2.3 O aplicatie
7:5—5

se numeste translatie, dacd oricare ar fi punctele distincte

P.QeS, P =1(P),Q=1(Q),

segmentele (PP') si (QQ') sunt congruente, paralele §i de acelagi sens.
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Dacd R este un al treilea punct din S, diferit de P, @ si R’ = 7(R), rezultd ci
segmentele (RR'), (PP’) si (QQ’), sunt congruente intre ele, paralele intre ele si de
acelasi sens. Din definitia de mai sus rezultd ci si figura PP'(Q)'() este un parale-
logram, deci segmentele (P'Q)") si (PQ) sunt de asemenea paralele si congruente.

Figura 2.5: Translatia

In concluzie, translatia este o izometrie. Din proprietatile generale ale izometriilor
rezultd ca

e imaginea unei drepte d este o dreaptd d’, 7(d) = d', paralela cu d;

e imaginea unui segment printr-o translatie este un segment;

e imaginea unui unghi printr-o translagie este un unghi congruent cu el;

e imaginea unui triunghi printr-o translatie este un triunghi congruent cu el;

e imaginea unui cerc cu centrul O si raza r printr-o translatie este un cerc cu raza
r si centrul in O, translatatul lui O prin translatia considerata;

e imaginea unui plan printr-o translatie este un plan paralel cu el sau chiar el.

Compunerea a doud translatii T §i 0.
Pentru doua puncte distincte P si () din spatiu, notim

P'= T(P)7Q/ =T7(Q), P = O-(P/)vQ” = U(Q/)'

Corespondenta P — P”, () — ()7 se bucuri de proprietatea cd segmentele (PP”)
si (QQ) sunt congruente, paralele si de acelasi sens. Acest fapt rezultd usor in urma
analizei mai multor cazuri, de exemplu fig. 2.6, in care APP'P” = AQQ'Q)” sunt
congruente si au laturile respectiv paralele. Cum punctele P si () erau arbitrare,
consideratiile de mai sus pot fi aplicate la oricare alte perechi de puncte.
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Figura 2.6:

Asadar, corespondenta P — P”, () — ()7 etc. defineste o translatie pe care o
vom nota prin ¢ o 7 §i 0 vom numi compunerea translatiilor 7 si o.

Cu notatiile precedente avem oo7(P) = o(7(P)) pentru orice punct P din spatiu.

Fiind data translatia 7, definitd de corespondenta P — P’, () — ()’ etc., se con-
statd usor ci asocierea P’ — P, ()’ — (), e.t.c. defineste o translatie pe care o vom
nota cu 7! si 0 vom numi inversa translafiei 7.

Considerand aplicatia identicad drept translatie particulard suntem in pozitia de a
pune 1n evidentd grupul translatiilor spatiului.

Studiul translatiilor este incomplet fard a stabili legdtura lor cu notiunea de vec-
tor. In consideratiile de mai sus avem suficiente motive pentru introducerea notiunii
de vector. In definirea unei translatii prin corespondenta P — P'.Q — (' etc.
subintelegem ci segmentele (PP’), (QQ'), (RR’) etc. sunt perechi ordonate de puncte.
Vom spune cd segmentele in discutie sunt orientate, primul punct va fi numit origine
si al doilea extremitate a segmentului orientat.

Recitind definitia translatiei constatam cd o translatie este caracterizatd de ceea ce
au in comun segmentele orientate (PP’), (QQ)) etc., adicd lungime, directie si sens.

DEFINITIA 2.4 Se numeste vector o multime de segmente orientate care au aceeasi
lungime, aceeasi directie si acelasi sens.

Vom nota vectorul prin PP’ si vom spune ci segmentul orientat (PP') este un
reprezentant al vectorului P P’. Oricare alt segment orientat din mulfimea respectiva
reprezinti vectorul PP’. Asadar o translatie este caracterizati de un vector & = PP’
si Tn continuare vom indica translatia prin vectorul ce o caracterizeazd, spunand:
translatia de vector PP’

Este cu totul natural sd spunem ca doi vectori sunt egali dacd multimile de seg-
mente orientate care 1i definesc sunt egale.

Consideram translatiile 7 si o definite respectiv de vectorit PP’ g1 P’P* . Com-
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pusa lor o o T este definitd (caracterizatd) de vectorul PP”. Avem astfel posibilitatea
unei perechi de vectori PP’ si P'P* si asociem un al treilea vector PP” , numit
suma vectorilor PP’ si P'P*.

Este posibil sd folosim o alta cale pentru introducerea notiunii de vector, situatia
in care translatia se defineste astfel:

DEFINITIA 2.5 Se numeste translatie de vector u o aplicatie
Tﬂ S — S,
T:(P) = P’ astfel ca PP' = u

Se stabilesc apoi proprietdtile translatiei folosind proprietdti ale vectorilor. Caracte-
rizarea translatiei printr-un vector conduce imediat la teorema:

TEOREMA 2.1 Date fiind doud puncte distincte A si A’ existd o translatie unicd ce
duce Ain A'.

Aceasta este evident translatia de vector AA’.

Consideratiile de mai sus pot fi repetate identic pentru un plan fixat. Obtinem
astfel notiunea de translatie in plan, cea de vector in plan. Alternativ, avand notiunile
precedente in spatiu putem sd ne punem problema restrictiei lor la un plan sau o
dreaptd. Astfel translatiile care duc un plan 7 in sine se vor numi translatii ale
planului 7. Corespunzdtor, doi sau mai multi vectori sunt coplanari dacd exista
reprezentanti ai lor in acelasi plan.

Pentru reprezentarea translatiei in coordonate consideram un plan fixat in care am
introdus un sistem cartezian de coordonate. Orice vector din plan este caracterizat
de o pereche de numere reale.

Fie translatia de vector « = (a, b) care aplicd P(z,y) in P'(z',y’) . Asadar, avem

W:ﬂsaum—ﬁzﬂ,

unde O este originea sistemului de coordonate.

Ultima relatie vectoriald este echivalenta cu relatiile:

¥=x+a
2.3

{ Yy =y+b 2.3)
Ecuatiile (2.3) se numesc ecuatiile translatiei de vector u. Ele pot fi luate si ca
definitie a translatiei in plan.

2.3 Rotatia in plan

Aceastd transformare geometrica, relativ usor de definit formal, are la bazad un fond
de reprezentdri intuitive extrem de complex: cele care duc la ideea de cerc, cele
referitoare la unghiuri s1 mdsura unghiurilor, migcarea de rotatie tratata la fizicd s.a.
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e Inainte de a introduce aceastd tema trebuie sa ne asigurdm ca elevii poseda fon-

dul necesar de reprezentdri intuitive, intarindu-1 si orientandu-1 spre abordarea
temei in discutie. In acest caz sunt utile figuri convenabile si exemple simple de
migcdri de rotatie in jurul unui punct intdlnite curent de elevi (acele de ceasor-
nic, rotile de transmisie, ...). Se pot de asemenea construi modele specifice care
sd reprezinte imaginile prin rotatie ale unor figuri simple.

Vom incepe prin a considera rotatia de un unghi dat in jurul unui punct dat a unei
figuri geometrice simple. Cel mai simplu pare a fi sd considerdam o semidreaptd
de origine O si sa discutam despre rotatiile ei In jurul punctului O.

Fie deci semidreapta (OA pe care o rotim in pozitia (OA’. Intelegem pentru
moment cuvantul “rotim* in sens cinematic pe baza unor reprezentdri intuitive.
La rotirea semidreptei (O A punctul A descrie un arc de cerc AA’, figura 8. Un
alt punct M, de pe semidreapta (O A, in urma aceleiasi rotatii va ajunge in M’
dupi ce descrie un arc de cerc M M.

Observdm cd unghiurile AOA = MOM' si congruente cu unghiul format de
semidreptele (OA si (OA’ . In plus, segmentele (OA) si (OA’) sunt congruente.
La fel sunt si segmentele (OM) = (OM").

Dacd unghiul AOA' are misura o (grade) vom spune cd A" a fost obtinut din A
printr-o rotatie de unghi « in jurul punctului O. Similar s-a obtinut M’ din M.
Semidreapta (O A este obtinutd la fel. Vom nota aceastd transformare prin R,

y

Figura 2.7: Rotatia

si vom scrie RY(A) = A, R (M) = M’ etc.

Am obtinut astfel o definitie a rotatiei in jurul unui punct, dar pe o figurd care are mai
multe particularititi. Astfel pentru a obtine semidreapta (O A’ am rotit semidreapta
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(OA 1n sens invers acelor de ceasornic. Acest sens este cel uzual numit si sens di-
rect trigonometric. Puteam sa fi rotit (O A si in sensul acelor de ceasornic in pozitia
(OA”. Completim fig. 8 cu linii punctate. Alegem noua pozitie incat unghiurile
— - = . o ) () . |9 v
AOA" = AOA”. Ele au aceeasi masura «, fapt care genereaza confuzie daca ludm
ca definifie a rotatiei pe cea data mai sus. Trebuie ca in acea definitie sd introdu-
cem elemente care sd ne permitd distingerea celor doud sensuri de rotatie. Se poate
proceda astfel:

DEFINITIA 2.6 Spunem cd unghiul AOA este orientat dacd perechea de semi-
drepte (OA si (OA' este ordonatd.

Deci unghiul orientat AOA este diferit de unghiul orientat AOA.

Vom spune cd unghiul orientat AOA este orientat pozitiv dacd sensul de rotatie
de la semidreapta (O A spre semidreapta (O A’ este opus miscirii acelor de ceasornic.

Dacd masura unghiului neorientat AOA este @ vom spune cd masura unghiului
orientat AO A’ este o sau —a, dupd cum el este orientat pozitiv sau negativ.

Amintim cd multimea de valori a functier masurd a unghiurilor este intervalul
[0°,180°]. Prin procedeul de mai sus am extins acest interval la [—180°, 180°].

Rotatiile in acelasi sens cu acele de ceasornic vor fi descrise de unghiuri negativ
orientate, deci de masuri in intervalul [—180°, 0°].

Continuénd rotatia semidreptei (O A" dupa pozitia (O A’ in sens pozitiv ajungem
in pozitia (OB incat unghiul AOB este alungit (are masura 180°)(figura 2.7). Putem
continua rotatia in acelasi sens si ajungem, de exemplu, in pozitia (OB’. Unghiul
neorientat dintre (OA si (OB’ este 180° — a. Dar pentru a descrie rotatia efectuata
suntem obligati sd folosim unghiul orientat AOB ciruia este normal si-i asociem
marimea 180° + «. Deci putem considera ca mulfime a valorilor pentru functia-
maisurd a unghiurilor orientate intervalul [—360°, 360°]. Intuitia ne spune ca obtinem
(OA’ din (O A printr-o rotatie de unghi a € [0°, 180°] ca in figura 8, dar si cd aceeasi
semidreaptd poate fi obtinutd dupa ce (O A efectueaza n rotatii complete in jurul lui
O si apoi o rotatie de unghi « .

In al doilea caz vom spune ci unghiul orientat AOA’ are misuri o + n - 360°,
daca rotatiile sunt pozitive si are masura o — n - 360°, daca rotatiile sunt negative.
Putem asadar spune cd mdsura unui unghi orientat este o + k - 360° sau o + 2k - 7 In
radiani, unde k£ este un numadr intreg.

DEFINITIA 2.7 Rotatia de centru O §i unghi orientat o a planului este o trans-
formare a planului prin care O se transformd in el insugsi si orice alt punct A se
transformd intr-un punct A, astfel incat (OA) = (OA’) si unghiurile o si AOA
sunt congruente §i au aceeasi orientare.
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Din punct de vedere cinematic este preferabil sa indicam rotatia printr-un unghi de
forma o + k - 360° cu o € [—360°,360°] pentru a citi cite rotatii s-au efectuat si
in ce sens, informatii date de valoarea absoluta si de semnul lui £ € Z. Geometric,
rotatiile de unghi o+ k - 360° cu k € Z coincid si in continuare ele vor fi identificate
cu rotatia de unghi «.

Este acum usor sd dovedim, folosind triunghiuri congruente, ca:

PROPOZITIA 2.1 Orice rotatie in plan este o izometrie.
Rezulta ca o rotatie:
e duce o dreaptd intr-o dreapta;
e duce o semidreaptd intr-o semidreapta;
e duce un unghi intr-unul congruent cu el;

e duce un cerc cu centrul O si raza r intr-un cerc cu aceeasi raza si centrul in O’
transformatul prin rotatie al lui O.

Se pot demonstra urmatoarele afirmatii:

e Compusa a doud rotatii de acelasi centru R¢) si Rg este rotatia ng :

e Inversa rotatiei R¢, este rotagia R,".

e Mulfimea rotatiilor cu acelasi centru impreuna cu compunerea formeaza un
grup.

Introducem 1in figura 2.7 un sistem cartezian de coordonate, incat unghiul intre
Ox i (OAsidfie . Dacd A(x,y) si A'(2',y') , notdind OA = OA’ = r, obtinem

x=rcosf,y=rsinf
si
' =rcos(0 + ),y =rsin(fd + ).
Folosind formule uzuale de trigonometrice, obtinem

;L o
{ T =zcosa—ysina (2.4)

y' = xsina + y cos a.

Aceste formule, numite si reprezentarea analiticd a rotatiei Ry, ele pot fi luate ca
definifie a rotatiei Rg).
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2.4 Proprietati generale ale izometriilor

In majoritatea programelor analitice de geometrie din invatdmantul preuniversitar,
dupd parcurgerea izometriilor particulare mentionate mai sus, nu se mai gaseste timp
pentru nofiunea generala de izometrie si pentru cateva din proprietdtile ei. Consi-
deram ca aceasta situatie lipseste pe elevi de posibilitatea de a relua si aprofunda
unele cunostinte de bazd din geometrie, de sinteza utild in procesul de integrare a
cunostintelor la nivelul geometriei si cu alte discipline matematice studiate Tn scoala.

Este necesar ca in clasele terminale de liceu, cand notiunea de functie este pe
deplin consolidatd, sd se rezerve un numar de 4-6 ore pentru tratarea proprietdtilor
generale ale izometriilor, ocazie cu care sd se reaminteascd izometriile particulare
intalnite in clasele anterioare. Schifdm mai jos o posibilitate de abordare a acestui
subiect.

Dupa actualizarea functiei distantd, definim nofiunea de izometrie. Proprietdtile
generale pe care le avem 1n vedere pot fi tratate direct Tn spatiu. Am definit anterior
izometria ca aplicatie care pdstreaza distanta. Din definitie rezultd cd orice izometrie
este bijectivd, dar surjectivitatea se demonstreazad greoi, incat este de preferat sa o
introducem in definitie.

DEFINITIA 2.8 O aplicatie f : S — S a spatiului in el insugi se numeste izome-
trie, dacd este surjectivd §i pdstreazd distanta, adicd

d(f(A), f(B)) = d(A,B), VA,BE€S. (2.5)

TEOREMA 2.2 Orice izometrie a spatiului este bijectivd §i inversa ei este de ase-
menea izometrie.

Demonstratie. Intr-adevir, f(A) = f(B) implici d(A, B) = 0, de unde A = B,
adica f este injectiva.
Dacd f(A) = A’'si f(B) = B atunci f~Y(A) = A, fY(B") = Bsi(2.5) se
rescrie
d(f_l(A/)> f_l(B/)) = d(Alv B/)v

deci f~! este izometrie. q.e.d.

Definitia precedentd se poate formula pentru un plan si orice izometrie a planului
este bijectivd, inversa ei fiind izometrie.

Amintim acum ca fiind date trei puncte distincte A, B, C in spatiu se spune ca
punctul B este intre A si C' dacd si numai daca

d(A, B) +d(B,C) = d(A,C).

Se mai spune cd B este interior segmentului (AC).
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TEOREMA 2.3 Fie f : S — S o izometrie a spatiului. Dacd punctul B este intre
A 5i C, atunci f(B) este intre punctele f(A) si f(C) si reciproc.

Ipotezele conduc imediat la relatia

d(f(A), f(B)) +d(f(B), [(C)) = d(f(A), F(C)).

Folosind aceastd teoremd, se demonstreaza ci orice izometrie a spatiului transforma:

e orice segment (AB) in segmentul (f(A)f(B)), astfel incat se pistreaza ordinea
punctelor;

e orice semidreaptd (ADB in semidreapta (f(A)f(B)) astfel incat se pastreaza or-
dinea punctelor;

e orice dreaptd AB in dreapta f(A)f(B) astfel inct se pdstreazd ordinea puncte-
lor;

e orice plan 7 in planul f(7) ;

e orice semiplan inchis (deschis) de frontierd AB intr-un semiplan inchis (des-
chis) de frontierd f(A)f(B);

e orice unghi AOB in unghiul f (A)FO\)f (B) congruent cu AOB;

e orice semispatiu nchis (deschis) de frontierd 7 in semispatiul inchis (deschis)
de frontierd f(7) ;

— —

e orice unghi diedru adf in unghiul diedru f () f(d)f(B) congruent cu «adf,
unde «, ( sunt plane si o U j3;

e orice cerc C'(O, r) (orice disc D(O, r))in cercul C(f(O),r) (indiscul D(f(O),r));
e orice sferd S(O,r) in sfera S(f(O),r).

Demonstrarea acestor rezultate este o ocazie excelentd de a reactualiza si apro-
funda notiuni geometrice mai rar utilizate la nivel logic (semidreaptd, semiplan,
semispatiu etc.).

Din proprietdtile de mai sus rezulta ca orice izometrie a spatiului pdstreazad (inva-
riaza):

e paralelismul si perpendicularitatea planelor si dreptelor;

e paralelismul si perpendicularitatea dintre drepte si plane.
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TEOREMA 2.4 Multimea izometriilor spatiului S formeazd un grup in raport cu
operatia de compunere.

Apare aici ocazia de a repeta notiunea de grup, de compunere a aplicatiilor cu
proprietatea ei de asociativitate.
Ne limitdm acum la izometrii plane.

TEOREMA 2.5 Fie doud triunghiuri ABC' si A'B'C" in planul «, astfel cd
(AB) = (A'B"), (BC)=(B'C"), (CA) = (C'A.

Atunci existd o unicd izometrie f : m — 7 astfel ca f(A) = A, f(B) = B, f(C) =
C'.

Ideea de demonstratie este de a defini f pentru A, B si C' ca mai sus, de a o extinde
mai intai la dreptele AB si AC, apoi la Intreg planul. Unicitatea se demonstreaza
prin reducere la absurd.

Aceastd teoremd combinatd cu observatia cd orice izometrie transforma un tri-
unghi intr-un triunghi congruent cu el ne conduce la concluzia: doud triunghiuri
dintr-un plan dat sunt congruente dacd si numai dacd existd o izometrie a planului
care transformd un triunghi in celdlalt.

Din consideratiile de mai sus rezultd cd, interpretatd ca o aplicatie ntre varfurile a
doua triunghiuri indicata prin ('), congruenta este restrictia unei izometrii a planului.
Avem aici o motivare a termenului de congruentd folosit uneori pentru izometrie.
Este acum natural sd extindem termenul de congruentd la figuri oarecare spunand
ca figura F' este congruentd cu figura F” dacd existd o izometrie f (a planului daci
figurile sunt plane), astfel ca f(F) = F.

Aceastd definifie poate fi utila in considerarea functiei arie pentru figuri plane mai
complicate decat suprafetele poligonale.

2.5 Asemanarea in plan. Proprietati generale

Elevii obtin o idee despre figurile asemenea cu ocazia studiului temei Asemdnarea
triunghiurilor. Dintre multele variante de tratare a ei este de preferat una care
pregiteste terenul pentru predarea asemanarii ca transformare geometricd a planu-
lui (spatiului). Considerdm ca aceastd temd se poate studia imediat dupa studiul
proprietatilor generale ale izometriilor in maniera descrisd de noi mai sus.

Transformarea de asemanare poate fi introdusa prin generalizarea izometriei. [zo-
metria este transformarea geometrica ce pastreaza distanta.
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Putem considera, teoretic vorbind, transformari geometrice care multiplica distanta
cu un factor.Cum distantele se exprima prin numere reale pozitive, factorul de mul-
tiplicare trebuie sa fie Tn mod necesar un numar real strict pozitiv.

DEFINITIA 2.9 O aplicatie ay, : @ — 7 a planului se numeste asemanare de
raport k, unde k este un numdr real strict pozitiv dacd este surjectivd si pentru
oricare doud puncte A si B din m avem

d(ax(A), an(B)) = k - d(A, B). (2.6)

Numadrul % trebuie luat strict pozitiv pentru ca daca ar fi zero, din (2.6) ar rezulta
ag(A) = ao(B) pentru oricare doua puncte A, B.

Deci aplicatia ag este o aplicatie constantd, care nu este surjectiva.

Multimea asemdndrilor planului nu este vida, deoarece contine izometriile planu-
lui, obtinute pentru k = 1.

Din relatia (2.6) rezultd ca orice asemadnare a planului este injectiva, iar fiind prin
definitie surjectivd, este bijectivd. Se demonstreaza usor cd inversa unei asemandari
de raport k este o asemédnare de raport %

Mentiondm ca (2.6) asigura si surjectivitatea aplicatiei a;. Considerand aplicatia
identicd asemdnare particulard, se constatd cd multimea asemdndrilor planului for-
meaza un grup 1n raport cu compunerea aplicatiilor.

Asocierea a; — k este un izomorfism al acestui grup cu grupul multiplicativ al
numerelor reale strict pozitive.

Asemandrile au multe proprietdti similare cu cele ale izometriilor.

TEOREMA 2.6 Fie a;. o asemdnare de raport k, atunci punctul B se afld intre A si
C, dacd gi numai dacd punctul a(B) se afld intre a;(A) si ar(C).

Modul de transformare a figurilor din plan prin aseminare este identic cu cel
descris la izometrii, cu modificarea evidentd cd un cerc C'(O,r), respectiv un disc
D(O,r) este transformat prin ay;, intr-un cerc C(O, kr), respectiv un disc D(O, kr),
adica raza se multiplicd cu factorul £.

Orice asemdnare transforma drepte paralele in drepte paralele si cd aseméanarile
pastreaza raportul lungimilor segmentelor.

Legatura cu asemdnarea triunghiurilor se stabileste prin

TEOREMA 2.7 Dacd AABC si AA’ B'C’ sunt doud triunghiuri oarecare in planul
7 astfel incat

d(A',B) = k-d(A,B),d(B,C") = k-d(B,C),d(C", A') = k- d(C, A)
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unde k este un numdr real strict pozitiv, atunci existd o asemdnare de raport k a
planului 7 unicd ay, incat

ak(A) = A',ak(B) = B/,Clk(C) = C/.

Din observatia ca orice triunghi este transformat printr-o asemanare intr-un triunghi
asemenea cu el si teorema precedentd rezulta:

doud triunghiuri sunt asemenea dacd §i numai dacd existd o asemdnare care sd
transforme unul in celdlalt.

O primd consecintd a acestui fapt este aceea cd, Intrucat in planul euclidian exista
triunghiuri asemenea necongruente, existd asemanari ale planului care nu sunt izo-
metrii.

O altd consecintd rezida Tn motivatia urmatoarei definifii:

DEFINITIA 2.10 Doud figuri F si F' ale planului 7 se numesc asemenea cu coefi-
cientul de asemdnare k dacd existd o asemdnare ay, a planului 7 , incdt ai,(F) = F'

2.6 Omotetia in plan

Asemadnarea particulard cea mai importantd, lasand la o parte izometria, este omote-
tia de centru dat si raport dat.
Definitia sintetica a omotetiei poate fi introdusa foarte devreme in forma:

DEFINITIA 2.11 Fie O un punct intr-un plan 7 si k un numdr real strict pozitiv.
Omotetia de centru O §i raport k este o transformare a planului 7 care asociazd
fiecdrui punct M un punct M', astfel ca O, M si M' sunt coliniare in ordinile O —
M—M sauO— M —MgsiOM =k-OM.

Evident ci ordinea O — M — M’ atrage k > 1, iar ordinea O — M’ — M atrage k < 1.
Pe de alti parte, existd si posibilitatea de a lua ordinele M — O — M’ sau M'—O— M.
Acest fapt ne determind sd numim transformarea definitd mai sus omotetie de gen 1,
iar transformarea in care apar ordinile M — O — M’, sau M’ — O — M, sd 0 numim
omotetie de gen 2.

Cu aceasta definitie, considerand pe rand ordinile posibile, se pot demonstra prin-
cipalele proprietdti ale omotetiei.

Ordinea de abordare a lor ar putea fi urmatoarea:

: : : 1 :
e asocierea M’ — M este omotetie de centru O si raport = Ea este inversa
omotetiei de centru O si raport k;
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e omotetia de raport £ si centru O multiplica distanta intre puncte prin factorul &;

e omotetia transforma o dreapta ce trece prin O in ea insdsi, cu alte cuvinte, omo-
tetiile de centru O invariaza dreptele prin O;

e omotetia de centru O transforma o dreapti d ce nu trece prin O intr-o dreapti d’
paraleld cu d;

e omotetia de centru O si raport k transforma un cerc C( Py, r) intr-un cerc C'(B}, kr)
unde P} este omoteticul lui F.

TEOREMA 2.8 Orice asemdnare este produsul dintre o omotetie §i o izometrie.

1
Demonstrafie. Dacd ay, este o asemdnare de raport k si hj, este 0 omotetie de

L. : L
raport 7§ centrul O un punct oarecare, atunci f = a; o hj, este 0o asemdnare de

raport k - Z = 1, deci este o izometrie. Relatia de mai sus conduce la ap = f o h’(“).
q.e.d.

Pe de alta parte, omotetia este foarte utild in rezolvarea problemelor de geometrie,
fapt bine cunoscut si care se poate constata din numeroase culegeri de probleme
de geometrie. Din acest motiv, considerdm cd omotetia trebuie studiatd Tnaintea
asemanarii si chiar Tnaintea tratdrii izometriei in general.

Cu aceste putine cunostinte privind omotetia putem sd rezolvdm multe probleme
interesante de geometrie. De exemplu, putem obfine majoritatea rezultatelor privind
configuratia Cercul lui Euler prin considerarea omotetiei inverse de centru GG (centrul

de greutate al triunghiului) si raport X

Ultimele doud proprietdti ale omotetiei, mentionate mai sus, permit abordarea
unei clase mari de probleme de loc geometric, dacd sunt reformulate dupa cum ur-
meaza:

e Locul geometric al punctului M’, omoteticul punctului intr-o omotetie de centru
O si raport k, este o dreapti d’, cdnd M descrie o dreaptd d. Daci d trece prin
O, avem d’ = d, iar in caz contrar avem d’ || d.

e Locul geometric al punctului M’, omoteticul punctului M intr-o omotetie de
centru O si raport k, este un cerc C(P1, kr), cand M descrie cercul C (P, 1),
unde P} este omoteticul lui P .

In momentul 1n care elevii dispun de notiunea de vector se poate trata omotetia cu
metode vectoriale. Insdsi definifia ei devine mai usoara pentru cad notiunea de vector
ne permite sa surprindem simultan situatiile de ordonare a punctelor intalnite ante-
rior.
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DEFINITIA 2.12 Fie O un punct in planul 7 §i k un numdr real nenul. Omotetia de
centru O si raport k este o transformare a planului care aplicd un punct M intr-un
punct M' dat de formula

OM' =k-OM.

In aceastd definitie cuprindem omotetiile de ambele genuri (cele de gen 1 co-
respund la £ pozitiv, iar cele de gen 2 la k negativ). Demonstratiile proprietatilor
mentionate mai sus se simplificd pentru ca nu trebuie sd mai distingem cele doud
genuri de omotetie, dar ideile sunt in esentd aceleasi.

In acest context vectorial putem si ne ocupim de urmitoarele doud proprietiti ale
omotetiilor:

e Multimea omotetiilor de acelasi centru formeaza un grup comutativ izomorf cu
grupul multiplicativ al numerelor reale nenule.

e Produsul a doud omotetii hf, si h’g, este o omotetie avand centrul coliniar cu O
si O, daca k- k'+#1 si este o translatie de vector OO’ dacd k- k' = 1. Ca aplicatie
se poate demonstra teorema lui Menelaus.

Omotetia in spatiu se poate prezenta similar. Definitia vectoriald rdmane practic
aceeasi. Proprietdtile anterioare rdman valabile. La ele se pot adduga urmatoarele:

e omotetia spatiului invariaza dreptele si planele care trec prin centrul omotetiei;

e omotetia spatiului transforma un plan care nu trece prin centru de omotetie Intr-
un plan paralel cu el;

e omotetia spatiului de centru O si raport k transforma o sferd S(F, r) intr-o sferd
S(Py, kr) unde P} este omoteticul lui P .

Aplicatiile omotetiei Tn spatiu sunt analoage cu cele ale omotetiei plane.

Revenim la plan.

Fie un punct fix O si o omotetie h](“). Introducem in plan un reper cartezian oa-
recare fatd de care avem O(zg, o), M (z,y) si omoteticul sdu M’'(z’,1y’). Conditia
OM' = k - OM este echivalenti cu

{x’:x0+k(:c—5z:o)

2.7
Y = yo+ k(y — yo)- (27)

Aceste ecuatii se numesc ecuatiile omotetiei h’(f) in raport cu reperul cartezian ales.
Ele pot fi luate ca definifie a omotetiei in plan si utilizate pentru a demonstra pro-
prietdtile esentiale ale omotetiilor. Pentru a facilita asemenea demonstratii putem
alege reperul cu originea in O, deci xg = 0 si yg = 0.
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De exemplu, daca M parcurge dreapta de ecuatie ax + by + ¢ = 0, atunci coordo-
natele lui M’ satisfac ecuatia ax + by + ck = 0, deci M’ parcurge o dreapta paralela
cu cea data.

Similar, dacd M se afli pe cercul de ecuatie (x —a)?+ (y—b)? = 72, coordonatele
lui M’ verificd ecuatia (z — ka)? + (y — kb)? = (kr)?. Deci, M’ se afld pe cercul de
razd kr si de centru omotetic cu centrul cercului dat.

Analog se pot demonstra alte proprietati ale omotetiei.

2.6.1 Folosirea omotetiei la rezolvarea unor probleme de loc geometric

In aplicatii intervine in mod frecvent urmitoarea problemi de loc geometric.
Problema
Se dau cercul C'(O, R), unde O este un punct fix si puntul / de asemenea fixat,
iar P un punct variabil pe cerc. Se cere sd se determine locul geometric al punctului
M € IP, dacad raportul % = k este cunoscut, k£ fiind un numar pozitiv fixat.

Figura 2.8:

Construim paralela MO’ || PO, O" € I10. Atunci

o' MI

MO MI
10 IP N N

PO IP

k, k,
si cum segmentele /O, PO au lungimea constantd, rezultd ci punctul O’ este fix, iar
segmentul M O’ are lungimea constanti.

Locul geometric este cercul cu centrul O’ si razd M O’(omoteticul cercului dat sau
transformatul acestuia prin omotetia de centru [/ si raport k).

Ca exemplu in acest sens poate servi Cercul lui Euler, cercul care trece prin mij-
loacele unui triunghi ABC, prin picioarele indltimilor sale si prin mijloacele seg-
mentelor AH, BH, CH, H fiind ortocentrul triunghiului. (Cercul celor 9 puncte)
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2.7 Inversiunea in plan

O altd transformare geometrica foarte utild in rezolvarea problemelor de geometrie

este inversiunea. Inainte de introducerea definitiei inversiunii in plan bine si se rea-

minteascd puterea unui punct fafd de un cerc, pornind de la urmdtoarele rezultate:
Fie C'(O, r) un cerc in planul 7, cu centrul in punctul fixat O si raza r.

e Oricare ar fi punctele A, B, A", B € C(O,r) cu proprietatea ca dreptele AB si
A’ B’ se intersecteazi intr-un punct P are loc egalitatea:

PA.PB=PA - PB.
Se demonstreazad usor din proportionalitatea laturilor triunghiurilor asemenea
APAB' si APA'B.

e Dacd o secantd variabild trece printr-un punct fix P si intersecteazd un cerc
C(O,r) in punctele A si B, atunci produsul

PA-PB=ct
este constant.

DEFINITIA 2.13 Se numeste putere a punctului P fad de cercul C(O, ), numdrul
notat
o(P) = PA - PB

unde A §i B sunt punctele de intersectie ale unei secante duse prin P cu cercul

C(O,r).
e se defineste astfel o functie p : m — R, definitd prin
p(P)=PA-PB

unde A si B sunt punctele de intersectie ale unei secante duse prin P cu cercul

C(O,r).
e puterea unui punct fafd de un cerc ne indicd pozitia punctului fatd de cerc:
1. P € Ext(C(O,r)) dacd si numai daci p(P) > 0;
2. P € C(O,r) daca si numai dacd p(P) = 0;
3. P € Int(C(O,r)) dacd si numai daca p(P) < 0.

e puterea unui punct P fatd de un cerc este

p(P) = (OP)* —1”.
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Putem prezenta aceste rezultate si vectorial dacd elevii cunosc elementele de calcul
vectorial. De asemenea definitia inversiunii poate fi datd mai usor.
Fie O € 7 un punct fix si k£ un numadr real nenul.

DEFINITIA 2.14 Inversiunea de pol O si raport k este o transformare a planului
prin care fiecarui punct X € w— {0} i se asociazd punctul X' pe dreapta OX astfel
incat

0X-0X' =k

iar punctului O i se asociazd punctul O.

Inversiunea de pol O si raport k se noteazi if).Punctul O se numeste polul inversiunii.

Asadar

ig T — T
ih(X) € 0X, OX-0i5(X)=k VXem.

Punctul X’ = i%(X) se numeste transformatul punctului X prin inversiunea de pol
O si raport k sau inversul punctului X prin aceasta inversiune si vice-versa X este
inversul punctului X’ prin 7).

Punctele X si if)(X) se numesc puncte omoloage ale inversiunii i¥,.

Astfel se pune in evidenta ca:

e inversiunea este o transformare involutiva
ity oify = 1,

e inversiunea este inversabild si (if) ™! = if,

e punctul O este invariant in raport cu inversiunea i}, si toate dreptele care trec

prin O sunt drepte invariante Tn raport cu inversiunea i’é.

DEFINITIA 2.15 Dacd k > 0 inversiunea ity se numeste pozitivd, iar dacd k < 0

inversiunea i’(“) se numeste negativd.

Vom prezenta 1n continuare cateva propozifii care ne dau imaginile unui cerc si unei
drepte din plan printr-o inversiune.

TEOREMA 2.9 Dacd i’é este o inversiune pozitivd, atunci i’é invariazd punct cu
punct cercul C(O,\/k) si transformd interiorul cercului C(O, k) in exteriorul lui
si exteriorul cercului C(O, V/'k) in interiorul lui.
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Figura 2.9:

Demonstratie.

Intr-adevir pentru orice X € C(O,Vk) are loc OX - OX = (Vk)? = k si deci
ik (X) = X pentru orice X € C(0,Vk). Adici i¥(C(0,Vk)) = C(O,Vk). Fie
acum X €Int(C(O, Vk)). Construim perpendiculara pe dreapta OX prin punctul X
si fie T unul din punctele de intersectie al acestei perpendiculare cu cercul C(O, \/E)
Tangenta in punctul 7" la cercul C'(O, Vk) intersecteazi dreapta OX in punctul X',

Din teorema catetei aplicatd in triunghiul OT X'(figura ) rezulti OX - OX' =
(VE)? = k si deci i) (X) = X'

Daci X €Ext(C(O,Vk)) construim tangenta X7 la cercul C(O,vVk). T €
C(0, \/E) (figura ) si X’ piciorul perpendicularei din 1" pe dreapta OX. Teorema
catetei in OT'X ne di OX' - OX = (Vk)? = k si deci i%(X') = X. q.e.d.

Din aceastd teorema rezultd o metodd practica de constructie a imaginii i’g(X )
unui punct X prin inversiunea 2'15, k> 0.

DEFINITIA 2.16 Pentru if, o inversiune pozitivd, cercul C(O, V'k) se numeste cer-
cul inversiunii i, sau cercul de inversiune.

DEFINITIA 2.17 Doud cercuri secante se numesc ortogonale dacd tangenta intr-
un punct comun la unul dintre cercuri trece prin centrul celuilalt.

TEOREMA 2.10 Un cerc diferit de cercul de inversiune este invariant in raport cu
inversiunea dacd si numai dacd este ortogonal cu cercul de inversiune.

PROPOZITIA 2.2 Orice doud perechi de puncte omoloage intr-o inversiune sunt
asezate pe un cerc, dacd nici unul dintre puncte nu este polul inversiunii.

Se pot demonstra urméitoarele rezultate:

e printr-o inversiune orice cerc care nu contine polul inversiunii se transforma
intr-un cerc care de asemenea nu congine polul inversiunii;
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e printr-o inversiune z'l(“) orice patru puncte situate pe un cerc care contine polul O
al inversiunii se transforma in patru puncte situate pe o dreapta care nu confine
polul inversiunii.

e printr-o inversiune orice dreaptd care nu contine polul inversiunii se transforma
intr-un cerc care confine polul inversiunii.

e daca cercul C(Oy,73) este imaginea cercului C'(Oy,r1) prin inversiunea ¥,

k
atunci -2 = ——, unde p(O) este puterea polului O in raport cu cercul C' (O3, 79).

i p(O)

DEFINITIA 2.18 Unghiul a doud cercuri care se intersecteazd in punctele A si B
este unghiul format de cele doud tangente la cercuri in A sau B.

DEFINITIA 2.19 Unghiul dintre o dreaptd si un cerc pe care-l intersecteazd in A
si B este unghiul format de dreaptd si una dintre tangentele la cerc in A sau B.

C(Oyn

Figura 2.10: Inversul unui cerc care nu trece prin polul inversiunii O

Intr-o inversiune sunt invariante:
e unghiul a doud cercuri secante;
¢ unghiul dintre o dreapti si un cerc pe care-1 intersecteaza;

e unghiul a doud drepte secante.

TEOREMA 2.11 Multimea tuturor omotetiilor si a inversiunilor planului, care au
acelagi centru formeazd un grup.

DEFINITIA 2.20 Grupul format din omotetiile si inversiunile planului cu acelasi
centru §i pol O se numeste grupul conform de centru O al planului.

Constructia cu rigla si compasul a imaginii unui cerc printr-o inversiune i%, se face
astfel:
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e cercul C(Oy, 1) nu trece prin polul inversiunii i%,. In acest caz fie A si B punc-
tele de intersectie ale dreptei OO, cu cercul C(Oq, ) (figura 2.10). Construim
punctele A" = % (A) si B’ = i%(B). Inversul cercului C'(Oy, 1) prin inversiu-
nea i}, este cercul de diametru [A’B’].

C(Oyn)

Figura 2.11:

e cercul C(Oy, ;) trece prin polul inversiunii 7f).In acest caz imaginea cercului
C'(O1, r1) prin inversiunea i’g. este o dreapta. Fie A al doilea punct de intersectie
al dreptei OO cu cercul C'(Oy, 1) (figura 2.10).Construim imaginea punctului
A prin inversiunea i}, si vom obtine A’ = i¥(A) € OO;. Perpendiculara pe
OO in A’ este imaginea cercului C'(Oy, ;) prin inversiunea i%.

CO 1

Figura2.12 a).

A
‘ 0
B
Figura2.12 b)
Figura 2.12:

Dacid cercul C(Oy, 1) intersecteaza cercul de inversiune in punctele A si B,
atunci AB = i%(C(Oy,71)) (figura 2.11), iar dacd cercul C(Oy, 1) este tangent
la cercul de inversiune, atunci i¥,(C(O;,r1)) este tangenta la cercul de inver-
siune in punctul de tangentd al celor doud cercuri. (figura 2.12)
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Capitolul 3

Geometrie In spatiu

3.1 Introducere in geometria tetraedrului

Se poate defini tetraedrul ca un caz particular al piramidei:

DEFINITIA 3.1 Fie S = [A1 A, ... A,)] o suprafatd poligonald cu frontiera un po-
ligon apartindnd unui plan 7 si V' ¢ w. Se numeste piramidd cu varful V' si bazd S
multimea tuturor segmentelor [V A, cu A € S.

Suprafatd poligonald .S se numesgte baza piramidei.
e In functie de natura poligonului S se pot intdlni mai multe tipuri de piramide.

e Se pune 1n evidentd faptul cd o piramida triunghiulard se numeste tetraedru.

Deci, tetraedrul este o piramida particulard, cu poligonul .S un triunghi.
Dar putem defini direct tetraedrul:

DEFINITIA 3.2 Fie punctele A, B, C, D patru puncte necoplanare din spatiu. Multimea
ABCD = [ABC|U[ABD]| U [ACD] U [BCD] se numeste tetraedru.

A

C

Figura 3.1: Tetraedrul ABCD

65
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e Punctele A, B, C, D se numesc varfurile tetraecdrului ABC D,

e Segmentele inchise [AB], [AC], [AD], [BD], [BC], [CD] definesc muchiile te-
traedrului;

e Suprafetele triunghiulare [ABC|, [ABD], [AC D], [BC D] se numesc fetele te-
traedrului;

e Folosind materialul didactic elevii vor constata cd in cazul tetraedrului fiecare
fatd poate fi consideratd baza si cand asezam un tetraedru oarecare cu o altad fata
ca baza el capatd de fiecare datd alt aspect.

e Analogie intre triunghi si tetraedru: tetaedrul este poliedrul cu cel mai mic
numar de fete asa cum triunghiul este poligonul cu cel mai mic numar de la-
turi.

DEFINITIA 3.3 Numim indltime a unui tetraedru perpendiculara dusd dintr-un
varf al tetraedrului pe fata opusd.

Spre deosebire de cazul triunghiului (ale cdrui Tnalfimi sunt intotdeauna concurente),
indlfimile unui tetraedru nu sunt intotdeauna concurente!

In general cele patru tnaltimi ale unui tetraedru sunt doui céte doud necopla-
nare si sunt generatoarele unui hiperboloid (J. STEINER-1827), numit hiperboloidul
indltimilor. Acestui hiperboloid 1i apartin perpendicularele ridicate pe planele fetelor
tetraedrului care trec prin ortocentrele acestor fete.

DEFINITIA 3.4 [ntr-un tetraedru numim bimediand segmentul care unegte mijloa-
cele a doud muchii opuse.

Orice tetraedru are sase muchii, deci existd trei bimediane.
PROPOZITIA 3.1 Intr-un tetraedru oarecare cele trei bimediane sunt concurente.

Demonstratie. In tetraedrul ABCD considerdm punctele M, N, P, Q, R, S mij-
loacele laturilor [AB], [C' D], [BC],[AD], [AC], [BD] respectiv. Vom demonstra ca
bimedianele [M N, [PQ], [M N| sunt concurente.

In triunghiurile BAC si DAC care au latura comuni [AC] sunt puse in evidenti
liniile mijlocii [M P] si [ N], care corespund laturii comune.

Deci:

MP || QN si MP = QN.

Analog: PN || MQ si PN = MQ

PS || QRsi PS = QR.
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Figura 3.2: Concurenta bimedianelor

Rezultd ca patrulaterele PRQ)S, M PN( sunt paralelograme si mai mult cele
trei bimediane [M N], [PQ)], [RS] ale tetraedrului sunt diagonale in aceste parale-
lograme.

Cum diagonalele unui paralelogram sunt concurente §i se injumatatesc, cele trei
bimediane [M N|, [PQ], [RS] ale tetraedrului ABC' D sunt concurente, punctul de
concurenta este notat cu GG si este mijlocul fiecdrei bimediane. q.e.d.

DEFINITIA 3.5 (LEONARDO DA VINCI)
Punctul de concurentd al bimedianelor, notat cu GG, se numeste centrul de greu-
tate, sau centrul distantelor medii, sau baricentrul tetraedrului.

AM
PROPOZITIA 3.2 Fie ABCD un tetraedru, M € (AB) cu — = u,0 <u <1

AB
C
si N € (CD) astfel incat oD = 1 — u. Atunci au loc urmdtoarele inegalitati:
lu-BC —(1—u)-AD| < MN <u-BC+ (1 —wu)-AD, 3.1

lu-BD — (1 —u)-AC| < MN <u-BD+ (1 —u)- AC.

Demonstratie.
Fie P € (AC) astfel incat M P || BC (fig. 3). Din teorema fundamentald a

asemanarii avem M P = u - BC' si a0 = 1 —u.
CN
Cum D = 1 — u, vom obtine PN || AD si in consecintd din triunghiurile

asemenea C'PN si CAD se obtine PN = (1 —u)- AD. Deoarece punctele M, P, N
nu pot fi coliniare, din inegalitatile triunghiului obtinem

IMP — PN| < MN < MP + PN
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C

Figura 3.3:

sau dupa inlocuiri, avem
lu-BC —(1—u)-AD| < MN <u-BC+(1—u)-AD.

Procedand la fel obtinem si al doilea grup de inegalitdti.
q.e.d.

COROLARUL 3.1 (Inegalitdtile bimedianei).
Fie ABCD un tetraedru, M mijlocul lui [AB] si N mijlocul lui [C'D]; atunci

|IBC — AD| < 2MN < BC + AD, |BD — AC| < 2MN < BD + AC. (3.2)

Demonstratie.

Luand u = 3 in (3.1) vom gasi aceste inegalitati. q.e.d.

DEFINITIA 3.6 Intr-un tetraedru ABC D, dreptele care unesc punctele A, B, C, D
cu centrele de greutate ale fetelor opuse se numesc medianele tetraedrului ABC D.

TEOREMA 3.1 Cele patru mediane ale unui tetraedru sunt concurente.

Demonstratie.

Fie G; punctul de intersectie al medianelor triunghiului BC'D. Se noteaza cu
M, N, P, () mijloacele segmentelor [AB], [C' D], [BC], [AD], figura (3.3).

In planul (APD), PQ N AG 0.

In planul paralelogramului M PNQ, M N N PQ # 0.

In planul (AN B), NM N AG,#0). Deci dreptele M N, PQ, AG\, se intersecteazi
doud cate doud si nu sunt coplanare. Rezultd ca

MNﬂPQﬂAGﬁé@,
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Figura 3.4: Concurenta medianelor

deci G € AG;.
Notam cu (G5 punctul de intersectie al medianelor triunghiului AC'D, iar G5 pen-
tru triunghiul ABD. Analog se demonstreaza BG si C'G3 trec prin G.
q.e.d.

PROPOZITIA 3.3 (LEONARDO DA VINCI) Centrul de greutate al unui tetraedru
imparte o mediand in doud segmente, dintre care cel care contine varful tetraedrului
este triplul celuilalt .

Demonstratie. Se considera separat planul (APD), figura (3.4). Aplicand teo-
rema lui Menelaus in triunghiul AG; D, pentru dreapta (), G, P se obtine:

AQ PD GGy

. . -1
QD PG, GA

GGy 1 GGy 1

GA 3" aq, T 1
q.e.d.

Dar AQ = @D si PD = 3P(G,, de unde rezulta ca

e Un plan arbitrar, care trece printr-o mediand, imparte tetraedrul in doud poliedre
cu volume egale (J. L. LAGRANGE, 1810-1811).

PROPOZITIA 3.4 Planele perpendiculare pe muchiile unui tetraedru duse prin
mijloacele lor se intersecteazd intr-un punct.

Demonstratie.

Vom demonstra ca exista un punct egal depdrtat de toate varfurile tetraedrului.

Stim cd toate punctele egal departate de B, C' si D se afld pe o dreapta d per-
pendiculara pe planul BC'D care trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
BCD.
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Punctele egal depdrtate de de A si B se afld in planul mediator P al segmentului
AB.

Planul P si dreapta d se intersecteaza intr-un punct O, cici altfel ar fi paralele si
segmentul AB ar fi in planul BC D, contrar ipotezei. q.e.d.

COROLARUL 3.2 Perpendicularele ridicate pe fetele unui tetraedru in centrele
cercurilor circumscrise acelor fete sunt concurente intr-un punct, O.

Demonstratie.

Aceste perpendiculare sunt determinate de intersectiile perechilor de plane per-
pendiculare pe muchiile unui tetraedru duse prin mijloacele lor si conform propozitiei
anterioare sunt concurente. q.e.d.

Astfel am demonstrat ca punctul O din propozitia de mai sus este egal departat de
varfurile tetraedrului si el este centrul unei sfere care contine varfurile tetraedrului,
care se numeste sfera circumscrisa tetraedrului.

Deci:

Orice tetraedru poate fi inscris intr-o sferd, care are centrul in punctul de intersectie
al planelor mediatoare ale muchiilor tetraedrului si care este in acelagsi timp si punc-
tul de intersectie al perpendicularelor ridicate pe fetele tetraedrului in centrele cer-
curilor circumscrise acestora.

DEFINITIA 3.7 Numim coordonate baricentrice ale punctului P, patru numere
A1, A2, A3, Ay care sunt proportionale cu volumele tetraedrelor cu varful in P si
avdnd drept baze fetele tetraedrului.

Deci, daca p este factorul de proportionalitate, atunci avem:
)\1+)\2+)\3+)\4:/L‘/,

V' fiind volumul tetraedrului.
Pentru ;o = 1 coordonatele baricentrice se numesc absolute.

e Segmentele de dreaptd care unesc centrul de greutate al tetraedrului, GG, cu
varfurile tetraedrului Tmpart tetraedul in patru tetraedre echivalente: din aceastd
cauzd coordonatele baricentrice ale lui GG sunt egale.

e Distantele lui G la fetele tetraedrului sunt invers proportionale cu ariile acestor
fete.
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PROPOZITIA 3.5 (lungimea medianei)
Fie tetraedrul A1 A>A3Ay, AG1 o mediand a tetraedrului, unde G este centrul
de greutate al fetei Ay A3Ay4. Atunci

ALAS+ AV AT+ ALAT AgAS + ApAT + Az A)
3 9 '

AGE =

Demonstratie.
Fie A1A3A3A, un tetraedru cu G, centrul de greutate al fetei A; AsAy, iar M
mijlocul laturii A3A4. Vom aplica relatia lui Stewart 1n triunghiul A; A5 M:

AsM(A\G? + AsGy - GIM) = ALM? - AyGy + AL A3 - G M,

M
A3

Figura 3.5: lungimea medianelor

in care vom folosi expresiile date de teorema medianei aplicatd in triunghiul
A1 A3 A4 pentru mediana A; M si in triunghiul A A3 A4 pentru mediana As M. Se
obtine astfel lungimea medianei tetraedrului. q.e.d.

Observatia 3.1 Propozitia (3.5) este analoagd teoremei medianei unui triunghi.

PROPOZITIA 3.6 (lungimea bimedianei) Fie tetraedrul oarecare ABC D, M mij-
locul muchiei AB si M' mijlocul muchiei opuse C' D. Atunci:

BC? 4+ BD? + AC? + AD? — AB? — CD?

MM" =
4

(3.3)

Demonstratie.

Aplicim teorema medianei pentru M M’, mediana a triunghiului ABM’.

BM'’ este mediana in triunghiul BC'D si AM' este mediand in triunghiul AC'D,
unde pentru calculul lor vom folosi tot teorema medianei. q.e.d.
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Figura 3.6: lungimea bimedianelor

Folosind lungimea bimedianelor unui tetraedru se poate demonstra imediat:

PROPOZITIA 3.7 Fie tetraedrul oarecare ABCD, M, N, P,Q, R,S mijloacele
muchiilor [AB], [C' D], [BC], [AD], [AC], [BD] respectiv. Atunci:
AB? + BC? + AD? 4+ AC* + BD* + CD?

1 :

MN?+ PQ*+ RS? =

Figura 3.7:

4
PROPOZITIA 3.8 Suma pdtratelor medianelor este egala cu 9 din suma pdtratelor

muchiilor.
Demonstratie. Se folosesc lugimile medinelor unui tetraedru, conform propozitia

anterioare si se obfine relatia anuntata. q.e.d.

PROPOZITIA 3.9 Suma pdtratelor distantelor centrului de greutate la varfuri este
egald cu suma pdtratelor lungimilor bimedianelor.
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PROPOZITIA 3.10 Fie BC'D un triunghi si M un punct oarecare in spatiu, iar G4
centrul de greutate al triunghiului BC' D. Atunci are loc relatia lui Leibniz:

MB?* + MC?+ MD* =3MG? + G1B* + G,C* + G,D*. (3.4)

Demonstratie. Fie S,T, R respectiv mijloacele laturilor C'D, BD, BC' ale triun-
ghiului DBC. Aplidm teorema lui Stewart in triunghiul M B.S, se obtine:

MBQ%S + MSQ¥ = MG?- BS + ?%BS,

care se poate scrie:

Figura 3.8:

MB? 4 2MS? = 65G7 4+ 3MG5. (3.5)

In triunghiul A/ DS lungimea medianei M S este
4MS?* = 2(MC?* + M D?*) — DC?. (3.6)
Din (3.5) si (3.6) se obtine:

1
MB? + MC?+ MD?* = 3MG? + 6G15% + 5DC?. (3.7)

In triunghiul G1DC, G1 S este mediana, deci:
4G S* = 2(G1D? + G5C?) — DC?. (3.8)
Din (3.7) si (3.8) se obtine:
MB?* + MC? 4+ MD?* = 3MG? + 4G, S* + G1D* + G1C*.

Dar 2GS = (1 B si se obtine relatia din enunt. q.e.d.
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PROPOZITIA 3.11 (J. L. LAGRANGE)
Fie ABCD un tetraedru §i G centrul sdu de greutate, iar M un punct oarecare
din spatiu. Atunci are loc relatia:

MA? + MB?> 4+ MC?+ MD? = 4MG? + GA?> + GB? + GC? + GD?>.

Demonstratie. Notam cu G centrul de greutate al fetei BC'D. Aplicam relatia lui
Stewart in triunghiul M AG/:

MA? +3MG? = 4MG* + 12GGY. (3.9)

Prin aplicarea propozitiei 3.10 se obtine:

A c

Figura 3.9:

MB? + MC? + MD?* = 4AMG? + G1B* + G1C? + G1D?. (3.10)
Din relatiile (3.9) si (3.10) se obtine:
MA*+ MB?>+MC?+MD? =4MG?+12G1 A+ G, B?> + G1C* + G, D?. (3.11)
In propozitia 3.10, cu M = G, se obtine:
GB* + GC? + GD* = 3GGT + G1B? + G,C? + G D,
Tinand seama cd 3G'1G = G'A, relatia (3.11) devine:
MA* + MB? + MC? + MD?* = AMG? + GA® + GB? + GC* + GD?,

q.e.d.

Observatia 3.2 Folosind aceastd proprietate se obtine cd suma pdtratelor distantelor
lui G la cele patru varfuri este minimd.
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Observatia 3.3 Relatia din propozitia 3.11 este generalizarea relatiei
MA? + MB? + MC? = 3MG* + GA® + GB* + GC?

valabild pentru un triunghi ABC, G centrul de greutate al triunghiului, M un punct
oarecare din planul triunghiului.

Au fost demonstrate urmdtoarele afirmatii:

e [ocul geometric al punctelor P a cdror suma a patratelor distantelor la varfurile
tetraedrului este constantd, este o sferd cu centrul in centrul de greutate al tetra-
edrului G. (J. L. LAGRANGE).

e Centrul de greutate G al tetraedrului nu trebuie confundat cu centrul de greutate
al suprafetei tetraedrului, in schimb acesta este centrul sferei inscrise in tetrae-
drul care are drept varfuri centrele de greutate ale fetelor tetraedrului dat. (C. C.
GERONO; 1826-1827).

PROPOZITIA 3.12 Planele care trec prin mijloacele muchiilor §i sunt perpendicu-
lare pe muchia opusd, sunt concurente intr-un punct M (G. MONGE-1813), numit
punctul lui MONGE sau anticentrul retraedrului.

Demonstratie. Fie L si L' mijloacelor laturilor AB si C'D in tetraedrul ABCD.

Figura 3.10:

Bimediana L L' trece prin centrul de greutate al tetraedrului G si GL = GL'. Planul
care trece prin L si este perpendicular pe muchia AB trece prin centrul sferei cir-
cumscrise tetraedrului, punctul O. Deci planul care trece prin L’ si este de asemenea
perpendicular pe AB contine punctul M al dreptei OG caracterizat prin OG = GM.
In baza acestui rationament, punctul M se afli si in celelalte plane care trec prin
mijlocul uneia dintre laturile tetraedrului si sunt perpendiculare pe muchia opusa.
q.e.d.
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Anticentrul unui tetraedru este un punct simetric cu centrul sferei circumscrise te-
traedrului, in raport cu centrul de greutate al acestuia.Punctul lui Monge (anticentrul)
al tetraedrului este centrul hiperboloidului indltimilor.

e Centrul sferei circumscrise apartine dreptei care uneste centrul de greutate GG
cu punctul lui MONGE M, si el este simetricul punctului M fatd de G. (G.
MONGE-1813).

PROPOZITIA 3.13 Planele bisectoare ale diedrelor unui tetraedru sunt concu-
rente.

Punctul de intersectie al acestor plane bisectoare, notat cu [ este egal departat de
fetele tetraedrului. Existd o sferd de centru / tangenta celor patru fete ale tetraedrului,
avand punctele de contact cu fetele proiectiile lui I pe aceste plane. Sfera cu centrul
in [ este sfera cu centrul in /, raza ei 0 vom nota cu 7.

TEOREMA 3.2 (P. FERMAT) Cele patru bisectoare ale triedrelor unui tetraedru
sunt concurente.

Daci se considera fetele tetraedrului ABC D prelungite atunci planele bisectoare ale
diedrelor suplimentare cu muchiile AB, AC, BC intalnesc bisectoarea Ap intr-un
punct /; egal departat de fetele tetraedrului, dar exterior lui. I; este centrul sferei Sy
exinscrise tetraedrului ABC'D corespunzitoare triedrului D. In mod analog se obtin
sferele exinscrise S,, Sy, S. corespunzatoare triedrelor cu varfurile A, B, C ale caror
centre se noteaza cu [, I, I. s1 au razele r,, 1y, 7.

Au loc urmatoarele relatii:

— -+ —+—=
Tq Tp e Taq

J

1 1 1 1 2
r

Yo Th Te Tg > 1672,

PROPOZITIA 3.14 Planele care trec printr-o muchie a tetraedrului (T') si care
sunt paralele cu muchia opusd, determind un paralelipiped circumscris tetraedrului:
patru dintre varfurile acestui paralelipiped sunt varfuri ale tetraedrului; celelalte
patru varfuri determind un alt tetraedru care are acelasi centru de greutate G cu
(T'), care este simetricul lui (T) fatd de G, si sfera circumscrisd acestui al doilea
tetraedru are drept centru punctul lui MONGE al primului tetraedru (A. JACOBI).

DEFINITIA 3.8 Fie A1 AyA3A4 un tetaedru. Un punct T cu proprietatea
ATA = A TA, Vijkle{1,23,4}

se numeste centrul izogon sau punctul lui Torricelli al tetraedrului.
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Observatia 3.4 Punctul lui Torricelli al tetraedrului A1 As A3 Ay este caracterizat de
urmdtoarea proprietate vectoriald:

TA, N T A, N TA, N TA;
TA, TAy, TA; TA,

Unul dintre cele cinci poliedre regulate ale lui PLATON este tetraedrul si de el s-a
ocupat si EUCLID in Elementele sale (in Cartea a XIII-a).

1.

DEFINITIA 3.9 Un tetraedru cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru
regulat.

1. Tetraedrul regulat are toate fetele triunghiuri echilaterale congruente.

2. Iniltimea tetraedrului regulat cade in centrul fetei opuse, care este la intersectia
indltimilor fetei.

3. Tetraedrul regulat are 4 Tnaltimi congruente.

4. Intr-un tetraedru regulat unind centrele fetelor se obtine un nou tetraedru regulat.

Volumul tetraedrului regulat este

13y/2
= . 12
1%4 5 (3.12)

3.2 Tetraedre Crelle

In general nu existi o sferd care si fie tangenti la toate muchiile unui tetraedru (T).
Cu toate acestea, pentru unele tetraedre particulare o astfel de sfera exista.

TEOREMA 3.3 (Teorema Iui CRELLE) Fiind dat un tetraedru ABCD existd o
sferd tangentd celor sase muchii ale tetraedrului, dacd si numai dacd are loc conditia:

AB+CD = AC + BD = AD + BC.

Demonstratie.

” = 7 Implicatia este evidentd datoritd proprietdfii de congruentd a tangentelor
dintr-un punct exterior.

< 7 Presupunem ca este indeplinitd conditia:

AB+CD = AC + BD = AD + BC.

Rezulta:
AC+AB—-BC=AD+ AB—-BDsi AB+ BC —AC =BD + BC —CD.
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Figura 3.11: Teorema lui Crelle

Prima relatie arata ca cercul inscris in triunghiul ABC' are punctul de contact cu
AB identic cu punctul de contact al lui AB cu cercul inscris in triunghiul AB D. Deci
existd o sferd ce contine cele doui cercuri (inscris in ABC si inscris in ABD). Exista
deci punctele M, N, O, P, in sfera care este tangentd segmentelor [BC|, [AC],
[AD], [BD],[AB]. Se considera planul (BDC') si cercul de intersectie determinat
de plan si sfera consideratd. Relatia a doud dovedeste ca punctul de contact cu BC
al cercului nscris 1n triunghiul BDC' si punctul de contact cu BC' al cercului Tnscris
in triunghiul ABC' coincid.

Cum, cercul de intersectie dintre planul BDC' si sfera este tangent muchiilor te-
traedrului in P si M, iar pe de alta parte prin P si M trece cercul Inscris in triunghiul
BDC, rezula cd cercul de intersectie dintre planul (BDC') si sfera si cercul inscris
in triunghiul BDC' coincid. Deci sfera este tangentd si muchiei [C' D], ceea ce de-
monstreaza teorema.

q.e.d.

DEFINITIA 3.10 Tetraedrele cu proprietatea cd existd o sferd hexatangentd mu-
chiilor se numesc tetraedre Crelle.

Pentru tetraedrele Crelle se poate demonstra urmédtoarea teorema:

TEOREMA 3.4 (Teorema lui Brianchon) Intr-un tetraedru Crelle cele trei segmente
ce unesc punctele de contact de pe muchiile opuse ale sferei hexatangente sunt con-
curente.

Demonstratie. Se foloseste Teorema lui Menelaus 1n spatiu pentru patrulaterul
ABCD si rezulti ci dreptele RC si SM sunt coplanare, deci RM N SP+#0).
Analog se aratd cd NQ N SP#( si RM N NQH#(.
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Cum dreptele RM, SP, NQ nu pot fi coplanare rezultad ca sunt concurente (Daca
in spatiu trei drepte se intersecteazd doud cate doud, atunci ele sunt sau coplanare
sau concurente).Sd demonstram aceastad proprietate.

Fie dreptele a, b si ¢ si sd presupunem cd nu sunt concurente. Fie P planul de-
terminat de dreptele a si b. Cum dreapta c intersecteaza atat pe a cat si pe b si cele
trei puncte de intersectie sunt doud cate doud diferite, rezultd cd dreapta c are doud
puncte diferite in planul P, deci este in intregime continutd in acest plan. S-a de-
monstrat astfel ca dreptele a, b si c sunt coplanare.

q.e.d.

PROPOZITIA 3.15 [ntr-un tetraedru Crelle ABCD, unde AB = ¢, AC = b,
BC =a,AD + BC = s, volumul V' si raza p a sferei hexatangente satisfac egalita-
tea:

3Vp=2(s—p)p—a)p—>b)(p—c).

3.3 Tetraedre echifaciale

In prima jumitate a secolului X 7X o serie de geometrii striluciti: Feuerbach, Vec-
ten, Jacobi au stabilit multiple proprietati ale tetraedrului cu fetele congruente.

DEFINITIA 3.11 (J. NEUBERG) Tetraedrul cu cele patru fete tringhiuri cu aceeasgi
arie se numesgte isoscel sau echifacial

Tetraedrul echifacial are urmatoarele proprietiti remarcabile:

1. Cele patru inaltimi ale tetraedrului echifacial sunt egale (A. SCHMIDT-1889).

Demonstratia este imediatd, folosind formula volumului tetraedrului.
2. Perechile de muchii opuse sunt egale.

3. Bimedianele sunt ortogonale doud cate doud: adicd ele determind un triedru
tridreptunghic avand originea 1n G, si Intilnesc dreptele suport ale muchiilor
tetraedrului sub unghiuri drepte (A. JACOBI).

4. Fiecare muchie este egal inclinata fata de fetele neadiacente cu ea (A. JACOBI).

5. Bisectoarele unghiurilor sub care se vad din centrul de greutate doud muchii
opuse tetraedrului sunt bimedianele (J. NEUBERG).

6. Patru puncte remarcabile coincid, mai precis: centrul de greutate, punctul lui
MONGE, centrul sferei circumscrise si centrul sferei inscrise.



80

10.

I1.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

CAPITOLUL 3. GEOMETRIE IN SPATIU

. Suma algebricad a distantelor unui punct arbitrar din spatiu la fetele tetraedrului

este constantd (A. JACOBI).

. Volumul tetraedrului echifacial este egal cu a treia parte a produsului segmente-

lor bimediane (E. GENTY-1878).

. Volumul tetraedrului echifacial este

B \/2(a2 + 0% —2)(a? =0+ ) (—a® + 0 + ?)
B 12

unde a, b, c sunt lungimile laturilor unei fete a tetradrului.

v

(3.13)

Cele patru triedre ale tetraedrului sunt congruente, din aceastd cauza suma die-
drelor triedrelor este constanta.

Fetele sunt intotdeauna triunghiuri ascutitunghice. (MORLEY).

Punctele de contact ale sferei inscrisd, in tetraedrul echifacial, cu fetele sunt
centrele cercurilor circumscrise acestora (J. NEUBERG), iar punctele de con-
tact interne ale fetelor cu sferele exinscrise sunt ortocentrele acestor fete, iar
punctele de contact interne ale fetelor cu sferele exanscrise sunt ortocentrele
acestor fete.

Exista cinci sfere tangente la fetele tetraedrului; sfera inscrisa si cele patru sfere
exinscrise.

Centrele sferelor exinscrise sunt simetricele varfurilor tetraedrului fatda de cen-
trul sferei inscrise, din acest motiv, ele sunt varfurile paralelipipedului circum-
scris tetraedrului (F. MORLEY-1894).

Sfera circumscrisa trece prin centrele celor patru sfere exinscrise (J. NEUBERG-
1890).

Exista o sferd avand centrul in G care este tangenta la Tndltimile tetraedrului
echifacial si la perpendicularele ridicate pe fete in ortocentrele acestor fete. (A.
SCHMIDT-1889).

Exista patru sfere exinscrise la muchiile unui tetraedru echifacial (G. RIBONI-
1890).

Alte clase de tetraedre particulare sunt cele in care doar doud fete sunt egale, ori trei
fete egale, sau care au fetele egale doui céte doud. In acest din urma caz, existd doui
bimediane care sunt in acelasi timp si perpedicularele comune ale muchiilor opuse
corespunzatoare.
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PROPOZITIA 3.16 Un tetraedru echifacial care are o pereche de muchii opuse
perpendiculare, este regulat.

3.4 Tetraedre ortocentrice

In general o muchie a unui tetraedru ABC'D nu este perpendiculard pe muchia
opusd; insd dacd una dintre muchii, de exemplu AB este perpendiculara pe C'D,
atunci inaltimile duse din varfurile A si B sunt coplanare, si sunt de asemenea co-
planare indlfimile coborate din varfurile C' si D, si reciproc.

In anul 1827 geometrul elvetian Jacob Steiner a introdus notiunea de tetraedru
ortic sau ortocentric, care are cele patru Tnalfimi concurente.

DEFINITIA 3.12 Un tetraedru care are perechile de muchii opuse ortogonale se
numeste tetraedru ortocentric.

Suficienta conditiei de perpendicularitate pentru doua perechi de muchii.

PROPOZITIA 3.17 Dacd doud perechi de muchii opuse ale unui tetraedru sunt
perpendiculare, atunci si muchiile rdmase ale tetraedrului sunt de asemenea per-
pendiculare.

Demonstratie. Fie un tetraedru ABC'D, cu AB L CD,BC 1 AD. Se duce
AE 1. CD,AF 1 BC (fig.3.12).

C

Figura 3.12: tetraedre ortocentrice

Rezulta CD 1 (ABE), BC L (ADF). Deci daca AA" = (ABE) N (ADF),
atunci AA" L (BCD) si AA" 1 BD. Dar, CA" L BD, deci BD L (ACA’) si
BD 1 AC. q.e.d.

PROPOZITIA 3.18 [ndltimile unui tetraedru sunt concurente intr-un punct H dacd
si numai dacd tetraedrul este ortocentric.
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Demonstratie. “<="

Presupunem ca tetraedrul ABC'D este ortocentric, cu AB 1 CD, AC 1 BD,
AD 1 BC.

Atunci prin AB, AC, AD se pot duce plane perpendiculare pe CD, BD, BC'.
Aceste plane se vor intersecta dupa dreapta AA" | (BCD).

A’ este ortocentrul triunghiului BC'D. Planul care contine pe AB, perpendicular

A

Figura 3.13:

pe C'D se intersecteza cu C'D in E. AFE este o Tnaltime a triunghiului ACD, BE o
indltime a triunghiului BC'D.

Notdm cu B’ ortocentrul triunghiului ACD. BB’ L (ACD). Dreptele AA’ si
BB’ fiind in ABFE sunt concurente.

Doua ndlfimi oarecare ale tetraedrului ortocentric sunt concurente si deoarece nu
pot fi toate in acelasi plan, trec toate prin acelasi punct.

oy

Presupunem ca Tnéltimile tetraedrului ABC'D au punctul comun H.

(AHB') LCDsi (AHB')NCD = E, astfel incat BA'E si AB'E sunt inéltimi
ale fetelor BC'D, ACD. Rezultica ABE 1 CD,deci AB 1. CD.

Analog se demonstreaza si perpendicularitatea celorlalte perechi de muchii opuse.
Deci tetraedrul este ortocentric.

q.e.d.

DEFINITIA 3.13 Punctul H de concurentd al indltimilor se numeste ortocentrul
tetraedrului.

Un tetraedru ortocentric se bucurd de proprietatile urmatoare:

1. Picioarele inaltimilor sunt ortocentrele fetelor corespunzatoare.
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2.

Centrele de greutate ale fetelor sunt varfurile unui tetraedru ortocentric, care
este omotetic cu tetraedrul initial fatd de G&; din aceastd cauza perpendicularele
ridicate pe fetele unui tetraedru ortocentric in centrele de greutate ale acestor
fete sunt concurente intr-un punct H’, care se gaseste pe dreapta G H, astfel

N 11—
incat H'G = §HG (L. A. S. FERRIOT, 1811-1812).

. Cele trei bimediane ale unui tetraedru ortocentric sunt egale, si reciproc: un

tetraedru care are bimedianele egale, este ortocentric.

Mai precis, dacd intr-un tetraedru

e dacai cele trei bimediane sunt egale atunci cele patru inalfimi ale tetraedrului
sunt concurente intr-un acelasi punct

e daca doua bimediane sunt egale atunci douad Tnaltimi sunt concurente Tntr-un
punct H; si celelalte doud Tnaltimi sunt concurente intr-un alt punct Hy

e daca cele trei mediane au lungimi diferite atunci cele patru tnaltimi sunt,
doua cate doud, necoplanare. (H. GELLENTHIN, 1885).
Suma patratelor a doud muchii opuse este egald cu de patru ori pdtratul distantei
dintre mijloacele a doud muchii opuse. (K. W. FEUERBACH-1827).
Din aceasta cauza, intr-un tetraedru ortocentric ABC' D suma patratelor muchi-
ilor opuse este constanta,

AB? + CD? = AC? + BD? = AD? + BC?.

. Perpendiculara comuna a perechilor de muchii opuse (axele tetraedrului) trec

prin H; si punctele lor de sprijin pe aceste muchii sunt picioarele Tnaltimilor
fetelor tetraedrului (K. W. FEUERBACH-1827).

Ortocentrul Tmparte fiecare dintre aceste drepte (cele patru inalfimi si cele trei
axe) in doud segmente al cdror produs este constant (A. JACOBI).

. Intr-un tetraedru ortocentric produsul cosinusilor a doua diedre opuse este con-

stant. (J. NEUBERG).

. Varfurile unui tetraedru ortocentric si ortocentrul sdu determind un pentagon.

Fiecare varf al acestiu pentagon este ortocentrul tetraedrului determinat de ce-
lelalte patru varfuri (pentagon ortocentric), (K. W. FEUERBACH-1827).

. Intr-un tetraedru ortocentric, mijloacele muchiilor si picioarele indltimilor fetelor

sunt doudsprezece puncte care se gdsesc pe aceeasi sferd (prima sferd a celor
doudsprezece puncte) avand centrul in centrul de greutate al tetraedrului (H.
VOGT-1881) si raza egald cu jumatatea din lungimea unei bimediane.
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10. Centrul de greutate al unui tetraedru ortocentric si ortocentrele fetelor aces-

1.

tuia apartin aceleiasi sfere, a cdrei raza este egala cu a treia parte a razei sfe-
rei circumscrise tetraedrului. Aceasta sferd imparte segmentele Tnaltimilor cu-
prinse intre varfuri si ortocentru in raportul 2 : 1 (cea de-a doud sfera a celor
doudsprezece puncte sau sfera lui JACOBI).

Intr-un tetraedru ortocentric mijloacele segmentelor tnaltimilor cuprinse intre
varfuri si ortocentru apartin unei sfere cu centrul in GG, a cdrei razd este egald cu
jumadtatea razei sferei circumscrise (A. JACOBI).

PROPOZITIA 3.19 Orice tetraedru regulat este ortocentric.

3.5 Probleme

. Sa se verifice cd Intr-un tetraedru cu muchiile AB | BD si AC' L C'D, piciorul

inaltimii din varful A se afld pe cercul circumscris triunghiului BC'D.

Indicatie: Varfurile tetraedrului se afla pe sfera cu diametrul AD, care se inter-
secteazd cu planul BC'D dupa un cerc.

. Fie tetraedrul ABCD si a, b, ¢, d lungimile indltimilor duse din varfurile A, B,

C, D; fie O un punct oarecare din interiorul tetraedrului, iar «, (3, 7, 0 distantele
punctului O la fetele BCD,CDA, DBA, ABC'. Sa se demonstreze:

O G
a b ¢ d

. Intr-un tetraedru ortogonal ABC'D suma diedrelor si a unghiurilor ficute de

muchii cu fetele este egald cu 12 unghiuri drepte.

Fie ABCD un tetraedru si unghiul ¢ al dreptelor AC, BD. Sa se verifice egali-

tatea:
2AC - BD|cos ¢| = |AD? + BC? — AB* — CD?|.



Capitolul 4

APLICATII ALE NUMERELOR
COMPLEXE IN GEOMETRIE

4.1 Elemente de trigonometrie aplicate in geometrie

Geometria este una dintre ramurile matematicii in care trigonometria are aplicatii
imediate.

Aici vom reaminti cateva teoreme si relatii trigonometrice care folosesc la re-
zolvarea triunghiului si vom prezenta unele aplicatii practice ale trigonometriei in
topografie.

Notam cu a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi ABC si cu R raza cercului cir-
cumscris triunghiului.

/ a

Figura 4.1: Triunghiul ABC

e Teorema sinusurilor

In orice triunghi ABC are loc relatia:

a b o
sinA sinB sinC

2R.

85
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e Teorema cosinusului

In orice triunghi ABC are loc relatia:
a2 = b+ & — 2bccos A. 4.1)
Observatia 4.1 Din relatia (4.1) se obtin:
b’ = a® + ¢ — 2accos B;
¢ =b*+a* — 2abcos C.

e In orice triunghi ABC are loc relatia:

l, = COS — 4.2)

[, fiind lungimea bisectoarei unghiului A

In mod analog putem calcula lungimile bisectoarelor celorlalte doud unghiuri ale

triunghiului:
] 2ac B l 2ab C
= cos —; .= CoS —.
a2 at+b 2

e Formule de calcul pentru aria S unui triunghi oarecare ABC'.

1.
ahgs  bhy  che
5= 2 2 27

unde hg, hy, he sunt lungimile Tndltimilor corespunzdtoarele laturilor a, b,
respectiv c;

B absin C B besin A B acsin B

S
2 2 2

S=+pp—a)p—"b)p-c),

p fiind semiperimetrul triunghiului;

* S_a2SiIlBSiIlC_bQSinASiIlC_C2SiIlASinB
2sin A 2sin B 2sin C'
5.
S=rp

r este raza cercului inscris 1n triunghi;
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6.

abe
S =—:
48’
S = 2R?sin Asin Bsin C.

4.1.1 Aplicatii practice

e Distanta dintre doud puncte accesibile intre care se afla un obstacol.

a

Figura 4.2:

Pentru a calcula distanta de la A la B se alege un punct C' din care se vad punctele A
si B. Prin masuratori se obtin numerele AC' = b, BC = a, m(AC'B) = C. Distanta
de la A la B se calculeaza folosind teorema cosinusului in triunghiul ABC"

AB? = a®> + b* — 2abcos C.

e Distanta dintre doud puncte inaaccesibile.

Figura 4.3:
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Pentru a calcula distanta de la A la B se aleg punctele C' si D din care se vad
punctele A si B astfel incat distanta C'D sa se poatd determina.

Prin misuritori se obtin numerele CD = a,m(A/C’\B) = a, m(B/C’\D) = [,
m(ADC) = ~, m(ADB) = §

Din triunghiurile BC'D respectiv AC'D se obtin:

BC — .asin(’y+5) | _ a sin -~y |

sin(a + 6 +7) sin(a + 8 +7)
Distanta dintre punctele inaccesibile A si B se obtine din triunghiul ABC, cu-
noscandu-i doud laturi si unghiul cuprins intre ele.

e Determinarea Tnaltimii unui turn inaccesibil situat pe un deal.

Fie turnul marcat prin segmentul AB. Alegem un punct accesibil si lucram in planul
determinat de punctele A, B, C'. Luand 1ncd un punct accesibil D € B(C' si notdm cu
FE punctul de intersectie al verticalei prin A cu orizontala prin D). Prin masuratori se

Figura 4.4:

obtin:
CD =a,m(EDB),m(ADB) = 3,m(ACB) = «.

In triunghiul AC'D, avem
AC a

sinf sin(a — §)
Din triunghiul ABC se obtine

AB AC

sinae sin(Z + @)’

Asadar
a sin asin 3

AB = sin(a — 3) cos ¢
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4.2 Numere complexe

Numerele complexe au fost introduse Tn matematicd pentru a face posibild rezolvarea
unor ecuafii de gradul al II-lea care nu admit radacini reale. S-a pornit de la ecuatia
2? + 1 = 0 care nu admite ridicini reale.

In secolul al XVI-lea, Cardan utiliza in mod formal simbolul \/—a cua € R, a 0
pentru a descrie ridicinile ecuatiei > — 10z + 40 = 0 cu numerele 5 + /—15 si
5 — +/—15 numite numere imaginare.

Tot in secolul al X'V [—lea, cu ocazia unor turniruri stiintifice, N. Fontana zis
Tartaglia (1500-1557) gaseste formula de rezolvare a ecuatiilor de gradul al IlI-lea
care conduce catre numere imaginare.

In secolul al XIX-lea, prin Gauss si Cauchy, se reuseste o reprezentare a nume-
relor imaginare cu obiecte matematice cunoscute. Astfel, Gauss reprezinta nume-
rele imaginare prin punctele unui plan in raport cu un reper ortonormat, foloseste
simbolul /—1 = i si adoptid denumirea de numir complex. Cauchy observi ci nu-
merele complexe pot fi obtinute aplicind asupra numerelor reale si a simbolului 7,
cu ;2 = —1, regulile de adunare si Tnmulire din R. Observi si concluzioneazi ci
numerele complexe pot fi scrise sub forma a + ibcua,b € R.

Descoperirea interpretarii geometrice a numerelor complexe este legatd de mate-
maticienii K. Wessel (1745-1818), J.R. Argand (1768-1822) si G. F. Gauss (1777-
1855).

K. Wessel publica pentru prima datd o interpretare geometrica a numerelor com-
plexe in 1799 la Copenhaga. Lucrarea sa a fost descoperitd dupd o sutd de ani. Ge-
ometrul francez J.R. Argand publica in 1806 Essai sur une maniere de representer
les quantites imaginaires in care interpretarea geometrica a numerelor complexe este
intens utilizatd, demonstrand teorema fundamentala a algebrei. Mult timp, aceastd
lucrare a fost ignoratd. Dupa redescoperirea lucrarii, in lumea matematicd mondiald
devine preponderenti denumirea de diagrami Argand care se utilizeazi frecvent. In
literatura de specialitate romaneascd nu a fost precizatd aceastd denumire. La noi
se utilizeaza termenul propus Tn 1821 la Ranchy: afix al lui M(x,y) pentru numdrul
complex z = x + 1y.

Marele matematician G. F. Gauss contureaza inca din 1799 interpretarea geo-
metricd a numerelor complexe, iar in 1828 publicd o teorie completd a numerelor
complexe 1n care foloseste diagrama Argand care este denumita si interpretarea lui
Gauss.

In tara noastrd Dimitrie Pompeiu (1873-1954) alituri de Gheorghe Titeica si
Traian Lalescu reprezintd marii matematicieni care s-au preocupat de geometrie,
aplicand elemente de teoria numerelor complexe.
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Problema

daca ABC' este un triunghi echilateral si M un punct arbitrar in planul sdu,
lungimile M A, M B, M C' sunt laturile unui triunghi eventual degenerat

poartd numele lui Dimitrie Pompeiu. Acesta o demonstreaza atat sintetic, cat si
utilizand operatii cu numere complexe, realizand inca o datd legatura intre geometrie
si algebra.

4.3 Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie

e Impirtirea unui segment intr-un raport dat.

Fie A;, A, puncte distincte din plan, de afixe z; si respectiv z, si fie P un punct pe
— —
dreapta A A, astfel incat PA; = APAs, unde A € R, A\#1. Daci P are afixul zp,

atunci:
1 A

I S
Formula reprezintd afixul punctului care imparte un segment intr-un raport dat.
Afixul mijlocului unui segment.
Daca P este mijlocul segmentului [A; A5], atunci A = —1. Din formula prece-
dentd se obtine:

Zp 29.

At 2

p = 5 .

Patrulaterul My M, Mz M,, unde punctele M; au afixele 2;,7 = 1,4 este paralelogram
dacd si numai daca

21+ 23 = 29 + 24.
e Centrul de greutate al unui triunghi.

Fie ABC un triunghi ale cdrui varfuri au afixele z4, 25, zo. Atunci centrul de greu-
tate GG al triunghiului are afixul

ZA+ 2B + zo
3 .

e Distanta dintre doud puncte; ecuatia cercului.

2G —

Daca Ay, A, sunt puncte in plan de afixe z; si respectiv z,, atunci lungimea segmen-
tului [A; Ay] este
|A1A2 = ‘Zl — ZQ’.

Rezulta ca cercul de centru Ag(z) si razd r are ecuatia

(Z — Z())(Z - Z_()) = 0.
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e Conditia de coliniaritate :

Punctele M, Ms, M3 de afixe 21, zo respectiv z3 sunt coliniare dacd si numai dacd
existd ki, ko, ks € Rcu k) + ko + ks = 081 k121 + kozo + kgzz = 0.
2 . . . . ] aa——
Intr-adevar daca M;, M, M3 sunt coliniare, atunci existd &k € R cu MoM, =

—_— —k
]{TMQMg Deci Z9 = il kz?,, adica 21 — (1 — ]{7)2’2 — ]4323 = 0.
Pentru k& = 1,k = 1 — k, k3 = —k obtinem concluzia.

Reciproc, din k1 + ko + k3 = 0 cu ko = —k; — k3 obtinem
]{1(21 - 2’2) = —]Cg(Zg — 22).
k —k
Pentru k£ = —k—i’ obtinem 2y = %kz?,
e Masurarea unghiului orientat.

, adica M, M, M3 sunt coliniare.

—

Maisura unghiului orientat M;OM,, in sens trigonometric, (semidreapta OM; se
roteste in sens trigonometric peste semidreapta OM>),fata de un reper cu originea
in O este: .
m(M,OMs) = arg?,
1

unde 21, 2o sunt afixele punctelor M, respectiv M.
Daca punctele M, My, M3 au afixe 21, zo respectiv z3, atunci mdsura unghiului
/\
orientat (in sens trigonometric) M Ms M3 este

— 23— 2
m(My My Ms) = arg 72
21 — %9
Daca punctele My, M5, M3 au afixe zq, 29, 23 si A - pe,unde p > 0, ¢ =
21 — %9
cosa + isina cu « € [0, 27), atunci
Mo M. _—
M?Mj =p, m(MiMyMs) =min(a,2m — a).

e Ecuatia dreptei care trece prin doud puncte.

Fie A;, Ay, doud puncte distincte din plan de afixe z;, respectiv z,. Atunci, dreapta
A A, reprezintd multimea punctelor din plan ale caror afixe z sunt de forma:

z=(1—=MX)z + A2, A € R.

O alta forma a ecuatiei unei drepte in C'.
Punctul P apartine dreptei A; As dacd si numai daci afixul sdu z verifica egalita-

tea:
2 — 21, _
z2—21=——(Z—21).
Zo — 21
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e Unghiul a doud drepte

Fie punctele M, Ms, Mg, My, distincte in plan, diferite de origine, cu afixele

2,4 = 1,4. Misura unghiului orientat (in sens trigonometric) al dreptelor MM,
s1 M3 My este:

m(M1m3M4) = argz2 _ Zl.
24 — R3
COROLARUL 4.1 Dreptele MMy si M3M, sunt:
1. MMy | M3M, dacd si numai dacd 2 A € iR";
24 — %3
. : 29 — 21 .
2. My M, || M3My dacd si numai dacd c R

Z4 — 23

e Punctele distincte My, Mo, M3, M, sunt conciclice daca si numai daca raportul
anarmonic al afixelor lor este real, adica:

23— 21 k4 — 21

*
(21, 29, 23, 24) = X e R".
Z3 T R2 R4 — 22

e Ortocentrul unui triunghi.

Fie ABC' un triunghi Inscris intr-un cerc cu centrul 1n originea O a sistemului car-
tezian xOy. Inaltimile AA,, BB; si C'Cy ale triunghiului sunt concurente intr-un
punct A care indeplineste condifia vectoriala:

OH =0OA+ 0B+ 0C.

Daca afixele varfurilor triunghiului sunt 21, 2o, 23 pentru punctele A, B respectiv C'
atunci afixul ortocentrului este A si este

h =2z + 29+ 23.

COROLARUL 4.2 Daca originea reperului cartezian nu este in centrul cercului
circumscris triunghiului, atunci punctul O are afixul o si are loc relatia:

h+20=2z + 29 + 23.
COROLARUL 4.3 Fata de un reper cu originea in centrul cercului circumscris

triunghiului ABC, centrul cercului lui Euler are afixul:

21+ 22+ 23
—

e Centrul cercului inscris intr-un triunghi
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Fie ABC' un triunghi ale carui laturi BC,C A, AB au respectiv lungimile a, b, c.
Centrul [ al cercului inscris 1n triunghiul ABC' are afixul

1

ZI:a+b+c

l[aza + bzp + cz¢).

e Aria unui triunghi

Daca z;,7 = 1, 3 sunt afixele varfurilor triunghiului ABC, notat 1n sens trigonome-
tric, atunci aria triunghiului este:

1
Sipc = §]m(z_122 + Zo23 + Z321).

Fard a restange generalitatea problemei putem considera ca originea sistemului orto-

¥ A

Figura 4.5:

gonal de axe se afld in interiorul triunghiului. Folosind forma trigonometricd a celor
3 afixe:
zi =r1(cosby +isinby),i = 1,3,

atunci:

Z1zo+ 2223+ 2321 = 111r2[cos(fa—01)+i sin(f0y—01)]|+rars[cos(03—0)+isin(f3—0) ]+

+rirs[cos(fy — 03) + isin(6; — 63)].
Calculam
1 - _ _
§]m(2122 + 2923 + 2321) =

1 1
= §r17’2 sin(fy — 61) + 57’27’3 sin(f3 — 03) + 57“17“3 sin(f; — 03) =

= SaoB + Spoc + Scoa = Sapc-
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e Caracterizarea triunghiului dreptunghic.

Triunghiul ABC inscris in cercul C'(O, R) este dreptunghic dacad si numai daci
la+ b+ ¢| = R,unde A(a), B(b),C(c).
Demonstratie. Daca triunghiul ABC' este dreptunghic, cu unghiul drept in A,
atunci B si C sunt diametral opuse, deci b = —c¢, de unde |a + b + ¢| = |a| = R.
Reciproc, dacd |a + b + ¢| = R, atunci |a + b + c¢|> = R?, adicd (a + b +
) (RQ R* R?
c

—+—+—> = R?, deci
a b c

C

1 1 1
b 44 l) =
(a+b+c) (a+b+ >
echivalent cu
(a+b)(b+c)(c+a)=0

adicd doud dintre punctele A, B, C' sunt diametral opuse. q.e.d.

e Formula rotatiei in complex

Daci punctul M;5(z3) se obtine printr-o rotatie cu centrul in Ms(29) si unghi o €
[0, 27) a punctului M (z), atunci:

23 = 29+ (21 — 29)€

unde € = cos« + isin a dacd rotatia se efectueazd in sens trigonometric sau € =
cos(2m — «v) + isin(27 — «), dacd rotatia se efectueaza in sens invers trigonometric

COROLARUL 4.4 Triunghiul ABC' este echilateral dacd si numai dacd
c=a+(b—a)e

™ .. T o . . . ~ .
unde € = cos— + isin —, dacd triunghiul ABC' este orientat in sens trigonome-

5T _.oom
tric, sau € = coS B + 7 sin EX dacd triunghiul ABC este orientat in sens invers

trigonometric

4.4 Teoreme clasice de geometrie demonstrate cu ajutorul numerelor com-
plexe

In cele ce urmeazi vom prezenta céteva proprietiti ale punctului si dreptei lui Nagel
folosind numerele complexe. O prezentare sintetica a acestor rezultate a fost facuta
in primul capitol.
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Fie ABC' un triunghi oarecare. Notim cu A’ mijlocul laturii (BC') si cu D, D’
punctele de contact ale acesteia cu cercurile inscris si A-exanscris triunghiului dat.
Pe laturile (C'A) si (AB) consideram punctele B’, E, E' si respectiv C', F, F' cu
semnificatii analoage. Sunt cunoscute (sau se deduc usor) urmatoarele relatii:

BD' =p—¢,D'C=p—bCE' =p—a,EA=p—c,AF' =p—0,F'B =p—a,
4.3)
unde p este semiperimetrul triunghiului.
Notdm afixul unui punct X oarecare cu zx.

PROPOZITIA 4.1 Dreptele AD', BE',CF’ sunt concurente intr-un punct N cu

afixul:
1
ZN = » (p—a)za+ (p—0)zp+ (p — ¢)2¢]. 4.4)
Demonstratie.
BD’ —
Folosind (4.3) avem k = o= i — Z deci
zZp + kZC 1
=2 — Zlp—b — .
D o5~ gDt -]
Se obtin formule similare pentru afixele punctelor E’, F’. Fie V un punct pe seg-
mentul (AD') determinat de raportul v = VD Astfel
ZA +vzZp 1 1 v v
= = —(p—0 —(p— :
W= T o p_a2A+a(p )ep + —(p =)z

Vom obtine o forma simetricd pentru paranteza paranteza patratilegand v astfel incat

1 U . a/ . ~ *
= —,adicd v = . Atunci, punctul de pe AD’ corespunzitor acestei
p—a a p—a

valori a lui v, punct pe care-1 notim cu N, va avea afixul zy = ]lg[(p —a)za+ (p —
b)zp + (p — ¢)z¢]. Simetria acestei relatii face evident faptul cd punctul N este situat
si pe dreptele BE' si C'F". q.e.d.

Punctul N pus in evidentd de Propozitia 4.1 este punctul lui Nagel.
PROPOZITIA 4.2 Punctul lui Nagel are proprietdtile:
1. G e (IN)si NG =2GI,
2. NH | OI i NH = 201.



96 CAPITOLUL 4. APLICATII ALE NUMERELOR COMPLEXE IN GEOMETRIE

A

Figura 4.6:

Demonstratie. 1)Pentru afixele centrului de greutate GG al triunghiului si al cen-
trului cercului inscris in triunghi avem:

Za+z2zp+ 2 1
4 ; ¢ 21:2—p[azA+sz+czC] (4.5)

Din (4.4) si (4.5) vom obtine:

ZG —

2o — 21 %(ZA—FZB—i—Zc) — %p(azA+sz+czc)

=2 Sl(p—a)za+(p—bzp+ (p—c)zc] — plza+ 25 + 2c)

1 2p(z4 + 2B + 2zc) — 3(aza + bzp + cz¢) 1

B 53[(19— a)za+ (p—b)zp + (p—c)zc] — p(za+ 25 + 2¢) 2

— 1
e A - € R,deunde rezultd ci G € (IN) si |2ny — 2| = 2|z¢ — 21
IN — 2G 2

adica NG = 2G1.
2) Alegem un sistem de axe cu originea in O, centrul cercului circumscris triun-
ghiului ABC. In acest caz stim cd zg = 24 + 2p + 2¢ §i vom avea

deci

9

an—zn _ | P— @)zt (P —b)zp+ (p—c)zc] — (za+ 28 + =)

=-2€ R,
21 — 20 %p(azA + bzp + cz¢)
deci NH || OT si |2y — zn| = 2|21 — 20|, adici NH = 201 g.e.d.

Dreapta I/ N se numeste dreapta lui Nagel.

PROPOZITIA 4.3 Cercul inscris in triunghiul median A’ B'C" are centrul in mijlo-
cul S al segmentului (IN).
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. . Yal a v b
Demonstratie. Evident B'C" = 57 C'A = o
perimetrul triunghiului median. Atunci afixul centrului cercului Tnscris in triunghiul
median este:
1 [fa b c 1| zp+=z ZA+ 2 Zp+z
( ) [a ptzc gzatzc | FBHZal

A s S S 5 5 ‘5

1
A'B = g sip' = 57/, p/ fiind semi-

— 4ip [(b+c)za+ (a+c)zp + (b+ a)zc]

Pe de alta parte

1 171 1
25 = §(ZI+ZN) =5 [2—p(aZA + bzp + czo) + » ((p—a)za+(p—0)zp+(p— C)ZC]} =

1 1
= I 2p—a)za+ 2p—b)zp+ (2p — ¢)z¢c] = ” [(b+c)za+ (a+c)zp + (b+ a)zc]
Ca urmare, z; = zg si deci I’ coincide cu S. q.e.d.

Punctul S mijlocul segmentului (/ N') se numeste punctul lui Spiecker, iar cercul
C(S, §) inscris in triunghiul median cercul lui Spiecker.

PROPOZITIA 4.4 Centrul I al cercului inscris in triunghiul ABC' este punctul lui
Nagel al triunghiului median A'B'C".
Demonstratie. Pentru punctul lui Nagel N’ al triunghiului A’B’'C” avem

1
= (0 —ad)za + (P = V)zp + (0 — 2] =

1 zZp + 2o zZA + zo zZp + 24
= — — — b — =
p (p—a) ==+ -b)—F—+ )=
= 2—p(azA + bzp + cz¢) = 2y,
deci N’ coincide cu 1. q.e.d.

4.5 Probleme

1. Fie A1 Ay A3 A, un patrulater inscriptibil. Se noteaza cu Hy, Ho, H3, H, ortocen-
trele triunghiurilor Ay A3Ay, A3A4A1, AyA1As, A1AsAs. Sa se arate ci patru-
laterele A; As A3Ay si Hy HyHs Hy sunt congruente.
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2. Daci pe laturile unui patrulater oarecare ABC'D construim in exterior patrate
de centre Oy, Oy, O3, Oy , atunci dreptele O103 si 0,0, sunt perpendiculare.

3. Pe laturile patrulaterului convex ABC'D se construiesc in exterior triunghiurile
echilaterale ABM, BCN,CDP, DAQ. Sa se arate ca patrulaterele ABC' D si
M N P(Q au acelasi centru de greutate.
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